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The kernel method is a promising approach to analyzing structured data such as sequences, trees, and graphs and
Support Vector Machine (SVM) is a powerful classifier for kernel methods. However, applying SVM to large-scale
data is challenging because the time complexity of SVM training scales quadratically with the number of training
data. In this paper we propose a fast and memory-efficient SVM training algorithm for a tree kernel by utilizing
cutting plane algorithm and XBW, which is a succinct data structure for a labeled tree. The time complexity of
our proposed algorithm scales linearly with the number of training data and the space complexity is asymptotic to
the information-theoretic lower bound of labeled trees.

1. はじめに
1.1 構造データに対するカーネル法
現実世界において様々なデータが配列, 木構造, あるいはグラ

フ構造といった非ベクトル型のデータとして表現される. 例え
ば配列データとしては, バイオインフォマティクス [Durbin 98]

の分野における DNAや RNA や自然言語処理 [Manning 99]

におけるテキストがあり, 木構造としては同分野の構文解析木
やWebデータの HTMLや XML [Abiteboul 00]といった半
構造データがある. さらにグラフ構造 [Kramer 01] として表
現されるものとしては化合物がある. これら配列, 木構造, グ
ラフ構造といったいわゆる構造データを対象とした解析手法が
近年盛んに研究されている.

これら構造データを対象とした解析手法における有望なアプ
ローチの一つにカーネル法 [Schölkopf 02]がある. カーネル法
はカーネル関数と呼ばれる 2つのデータの内積を経由してデー
タにアクセスする. データの内積はある種の類似度と捉えるこ
とができるので,データ間に何らかの類似度が定めることによっ
て非ベクトル型のデータにもカーネル法を用いることができる.

構造データに対するカーネル関数の設計の代表的な枠組みとし
て畳み込みカーネル [Haussler 99]がある. 畳み込みカーネルに
おいては構造データは陰に部分構造に分解され,カーネル関数は
これら部分構造間のカーネル関数の和として定義される. 構造
データを対象としたカーネル関数の設計においては,部分構造の
表現力とカーネル関数の効率的な計算アルゴリズムのバランス
を上手くとることが必要不可欠であり,様々なカーネル関数が文
字列 [Lodhi 02, Leslie 02], 木構造 [Collins 01, Kashima 02,

Aiolli 09], グラフ構造 [Kashima 03, Gärtner 03]などに対し
て提案されてきた. これらはカーネル法の代表的な学習器で
あるサポートベクトルマシン (SVM) [Vapnik 95]に用いられ,

上記の自然言語処理やバイオインフォマティクスなどの分野に
おいて高い予測精度を示し大きな成功を収めている.

1.2 カーネル関数を用いた SVM学習の問題点
カーネル関数と SVM を組み合わせることで得られた学習

器が高い予測精度を示す一方, その学習には一般に O(n2) の
計算量が必要である. ここで n は訓練データの数である. そ
のためカーネル関数を用いた SVM学習は大規模データに対し
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て用いることが非常に困難であるという問題点がある. この問
題に対処するために様々な計算アルゴリズムが提案されてき
た [Joachims 99, Platt 99, Joachims 06, Shalev-Shwartz 07,

Hsieh 08, Yu 08, Severyn 11].

本論文では特に木構造に対するカーネル関数を用いた場合
の SVM 学習の高速化を扱い, Severyn と Moschitti らの枠
組み [Severyn 11] に着目する. 彼らは Collins らの木カーネ
ル [Collins 01]を用いた SVM学習問題に対し, 切断法を用い
ることで双対問題を高速に計算するアルゴリズムを提案した.

また木構造が有する構造を利用し, 予め木構造をまとめてDAG

化することによってさらなる高速化を行った. しかしながら理
論的な最悪計算量は依然として O(n2)である.

1.3 本論文の貢献
本論文では部分パス木カーネル [Kimura 12]を用いた SVM

学習問題に対し, Severynらの切断法と簡潔データ構造 XBW

を用いることで高速かつ省メモリな計算アルゴリズムを提案
する. この木カーネルは Collins らの木カーネルを含む既存
の木カーネルと同等以上の予測精度をもつことが示されてい
る [Kimura 12]. 本論文の貢献を以下にまとめる.

1. 既存の木カーネルと同等以上の予測精度をもつ部分パス
木カーネルの SVM学習問題に対し, 提案アルゴリズムの
時間計算量はデータ数について線形である.

2. 高速化のために必要なメモリはラベル付き木の情報論的
下限に漸近するため極めて省メモリである.

3. 簡潔データ構造を機械学習アルゴリズムに取り入れる初
の試みである. 簡潔データ構造は大規模データを圧縮し
たまま高速に扱うことが可能なため, 大規模データを扱う
機械学習に対する有望なアプローチとなりうる.

2. 部分パス木カーネル
本論文では木構造はラベル付きの根付き木 T を考える. T

において各ノードのラベルはラベル集合 Σから成り, 枝にラベ
ルはないものとする. また T のノードの数とラベル集合の大
きさをそれぞれ |T |, |Σ|とする.

本論文では特に Kimura らによって提案された部分パス木
カーネル [Kimura 12] を扱う. 部分パスとは木の根から各葉
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までのパスの部分文字列として定義される. 図 1(a)のラベル
付き木に対する部分パスを図 1(b)に示す. この部分パスを用
いて 2つの木 T1 と T2 間における部分パス木カーネルは以下
のように定義される.

K(T1, T2) ≡
X

p∈P

λ|p|num(T1p)num(T2p) (1)

ここでP はT1とT2における全部分パス集合であり, num(T1p)

と num(T2p)はそれぞれ T1 と T2 における部分パス p ∈ P の
出現回数である. また λ (0 < λ ≤ 1)は減衰パラメータである.

後のために式 (1)を以下のように表現する.

K(T1, T2) ≡
X

l∈node(T1)

X

p∈PT1l

λ|p|num(T2p)δT1lp (2)

ここで node(T ) は木 T のノード集合であり, PTl は木 T の
ノード lから始まる部分パス集合である. また δTlp は木 T に
おいてノード lから始まる部分のパス pが存在すれば 1を, そ
うでなければ 0をとる関数である.

A

BC

T

C

1

2 3

4

(a)

A

B

C C

B

C

A

A

B

A

C

BC

(b)

図 1: (a) ラベル付き木. (b) Kimura らの部分パス.

3. 簡潔データ構造
簡潔データ構造とは, データの大きさが情報論的下限に漸近

しつつ, 索引を利用して高速な操作が可能であるデータ構造で
ある.

定義 1 (情報論的下限)

あるデータ構造がとりえる種類が L であるときに lgL bits

を情報論的下限と呼ぶ.

情報論的下限はあるデータ構造を表現する際にこれ以上小さく
することができない下限を示している. 例えば, 長さ nのバイ
ナリベクトル B = {0, 1}n のとりえる種類は 2n であるから,

B の情報論的下限は n bitsとなる.

従来のデータ圧縮の目的がデータの大きさを小さくするこ
とであり, データを利用する際にデータをすべて復元する必
要がある. 一方で簡潔データ構造はデータの大きさを小さく
保ちつつ, データを利用する際には復元を必要とせずに高速
な操作を行うことが可能である. 簡潔データ構造は Jacob-

son [Jacobson 88] によって初めて提案され, その後順序集
合 [Raman 02], 文字列 [Grossi 03], 順序木 [Sadakane 10],

ラベル付き木 [Ferragina 05] など様々な離散データに対して
提案されている.

3.1 XBW
本節ではラベル付き木に対する簡潔データ構造である

XBW [Ferragina 05] について述べる. XBW は文字列に対

する可逆変換である BW 変換 [Burrows 94] をラベル付き木
に対して拡張したものと見なすことができ, 5.章で提案する高
速かつ省メモリな計算アルゴリズムにおいて重要な役割を果
たす.

ラベル付き木において各ノードから根までのラベルを繋げた
文字列を木の接尾辞と呼ぶ. これらの各接尾辞を辞書順にソー
トする. ソート後の各接尾辞における先頭ノードの子ノードを
並べたものが XBWである. この変換は O(|T |)で行うことが
できる. 図 1(a)に対する接尾辞と XBWをそれぞれ図に示す.
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図 2: (a) 図 1(a)に対する接尾辞. (b) 図 1(a)に対するXBW

とソート後の接尾辞.

XBWはラベル付き木 T に対する情報論的下限である 2|T |+
|T |ln|Σ| bits に漸近する大きさで保持することができる. ま
た高速な部分パスの検索が可能であり, 木 T に含まれる長さ
mの部分パスの個数をO(mln|Σ|)時間で求めることができる.

これは従来の木構造に対する接尾辞木 [Shibuya 03]や接尾辞
配列 [Kimura 12]と同じオーダーの計算時間であり, これら従
来のデータ構造に比べて圧倒的に省メモリである.

4. 切断法による SVM学習
本章では [Severyn 11]に基づいた切断法を用いた SVM学

習アルゴリズムについて述べる. 双対側での定式化と学習アル
ゴリズムについて述べた後に計算上のボトルネックを示す.

4.1 切断法による SVM学習アルゴリズム
[Severyn 11]における切断法は以下に示す Joachimsによる

主問題側での 1-slack SVMに基づいている.

minmize
w,ξ≥0

1
2
‖w‖2 + Cξ

s.t. ∀c ∈ {0, 1}n : ξ ≥ 1
n

nX

i=1

ci(1− yiw · φ(xi))
(3)

ここで n 次元ベクトル c = (c1, ..., cn) ∈ {0, 1}n は通常の
n-slack SVMにおける各制約式 yi(w ·φ(xi)) ≥ 1− ξi が含ま
れるか否かを示す役割を果たしている.

[Severyn 11]は式 (3)にラグランジェの未定乗数法を用いる
ことで双対側において,

maxmize
α≥0

h(α − 1
2
α(Gα

s.t. α(1 ≤ C
(4)

と定式化を行い, 式 (4)に対する切断法によるアルゴリズム
を提案した (Algorithm 1). ここでGij = g(i) ·g(j), hi = d(i),

d(i) = 1
n

Pn
k=1 cki, g(i) = − 1

n

Pn
k=1 ckiykφ(xk)である.
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d(i) と g(i) はそれぞれ, Algorithm 1の各ステップにおいて
追加される Cutting Plane (d(i), g(i)) を定義するバイアスと
劣勾配である (Algorithm 1の 11, 12行目).

Algorithm 1 は, 初め制約が全くない状態で最適化を行
う (Algorithm 1 の 2 行目). 次に現在の解において最も制
約を破っている Cutting Plane を追加する (Algorithm 1 の
8− 13行目). その後, 新たに加えた制約と一つ前の制約のペナ
ルティの差を比較し,その差が ε以内なら終了し, (Algorithm 1

の 15行目), そうでなければ終了条件を満たすまでアルゴリズ
ムを繰り返す. 定理 1 が示すようにこのアルゴリズムの繰り
返しの数は訓練データの数 nに依存しない.

Algorithm 1 切断法による SVM学習アルゴリズム (双対側)

1: Input: (x1, y1),...,(xn, yn), C, ε

2: S ← ∅; t = 0;

3: repeat

4: 新たな制約でグラム行列 Gを更新
5: α ←式 (4)によって更新
6: ξ = 1

C (h#α − 1
2α(Gα)

7: w = −
Pt

j=1 αjg
(j)

/* Cutting Planeを見つける */

8: for i = 1 to n do

9: ci ←
(

1 yi(w · φ(xi) ≤ 1)

0 otherwise

10: end for

11: d(t) = 1
n

Pn
i=1 ci

12: g(t) = − 1
n

Pn
i=1 ciyiφ(xi)

/* 制約を新たに一つ加える */
13: S ← S

S
(d(t), gt)

14: t = t + 1

15: until d(t) + w · g(t) ≤ ξ + ε

16: return α

定理 1 (Algorithm1の終了までの繰り返しの数 [Severyn 11])

R = max1≤i≤n‖φ(xi)‖とする. Algorithm 1は高々

max{2
ε
,
8CR2

ε2
}

回の繰り返しで終了し, その数はデータ数 nに依存しない.

4.2 切断法による SVM 学習アルゴリズムのボトル
ネック

本節では前節で述べた切断法による SVM学習アルゴリズム
の計算上のボトルネックについて述べる. Algorithm 1におけ
るボトルネックは 8-10行目の Cutting Planeを求める計算で
ある. 8-10行目においてw · φ(xi)はカーネル関数を用いるこ
とで

w · φ(xi) =
nX

k=1

(
tX

j=1

1
n

αjckjyk)K(xk, xi) (5)

と展開することができる. この式を直接計算すると O(n)回の
カーネル関数の計算が必要となり, この計算をすべてのデータ
xi(i = 1, , , n) に対して行う必要があるため, Cutting Plane

を求める計算量は O(n2)となる. そのため Algorithm 1の計
算量も O(n2)となる.

この問題に対し, [Severyn 11] は式 (5) のカーネル関数の
値を個別に計算するのではなく, 各ステップにおける Cutting

Planeを DAG化してまとめることによって共通する部分の計
算を省略することで高速化を図った. しかしながら理論的な最
悪計算量は依然として O(n2)であった.

5. 提案アルゴリズム
本章では 2.章で述べた部分パス木カーネルに対し, 前節の

Algorithm 1と XBWを用いることでデータ数 nについて線
形時間であり, なおかつ省メモリであるアルゴリズムを提案す
る. まず部分パス木カーネルの場合, 式 (5)がデータ xi と各
Cutting Planeに含まれるデータに共通する部分パスをすべて
求める問題に帰着されることを示す. その後帰着後の問題が
XBW を用いることでデータ数 n に依存しない計算量で解く
ことが可能であり, Algorithm 1がデータ数について線形時間
で実行できることを示す.

部分パス木カーネルの場合, 式 (5) は式 (2) を代入するこ
とで,

nX

k=1

(
tX

j=1

1
n

αjckjyk)K(xk, xi)

=
tX

j=1

αj

8
<

:
X

l∈node(x1)

X

p∈Px1l

(
nX

k=1

βkjpnum(xkp))δx1lp

9
=

;

(6)

と展開することができる. ここで βkjp = 1
nckjykλ|p| である.

式 (6)は xi と j ステップ目の Cutting Planeに含まれるデー
タとデータ xi間の共通する部分パスを求め, それらを tステッ
プ分足し合わせたものだと見なすことができる. 定理 2 が示
すように, この式は XBW を用いることでデータ数 n に依存
しない計算量で計算することができる.

定理 2 (XBWを用いた高速計算)

木 xi(i = 1, ..., n)に対して x̃ = 1
n

Pn
i=1 |xi|とする. 式 (6)

はXBWを用いることによって高々O(tx̃2)の時間計算量, 2nx̃+

nx̃ln|Σ| bits に漸近する空間計算量で計算することができる.

特に時間計算量は訓練データ数に依存しない.

証明 1 (定理 2の証明) 余白の都合上省略.

定理 3 (提案アルゴリズムの時間計算量)

提案アルゴリズムの時間計算量は訓練データの数について
線形である.

証明 2 (定理 3の証明)

定理 1より, Algorithm 1の繰り返しの回数 t∗はデータ数
nに依存しない定数である. よって 4行目から 15行における
計算量が O(n)であることを示せばよい.　
まず定理 2 より 9 行目は O(tx̃2) で計算できるので 8 行目

から 10 行目までの Cutting Plane を求める計算は O(n) で
行うことができる. 4 行目におけるグラム行列 G の更新は
Git = g(i) · g(t) の定義より, 一つ前のステップにおける式 (5)

の結果を直接利用することで定数時間で行うことができる. ま
た 5 行目において式 (4) は高々サイズが t ∗ ×t∗ のヘシアン
をもつ二次計画問題であるから, 同様にデータ数 nに依存しな
い. 7行目と 12行目は陽に計算する必要がない. 15行目の計
算は 4行目と同様に式 (5)の結果を利用することで定数時間
で実行することができる. 以上より各ステップにおける計算量
は O(n)となる.
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6. 関連研究
SVM の高速化に関しては様々な研究が行われてきた. ま

ずカーネル関数を線形カーネルに限定し, 主問題側で SVM

の最適化問題を解くことによって高速化を実現したものと
して [Joachims 06, Shalev-Shwartz 07] などが挙げられる.

[Joachims 06] は切断法, [Shalev-Shwartz 07] は確率的勾配
法に基づいた最適化アルゴリズムをそれぞれ提案した. しかし
ながらこれらのアルゴリズムは線形カーネルに限定されてい
るため, 本論文で扱った木カーネルなど構造データにに対する
カーネル関数に適用するこてはできない. 次に分解法に基づい
たアルゴリズムとして [Joachims 99, Platt 99]が挙げられる.

分解法は双対問題において, 一度に全体を最適化するのではな
く小さな部分問題を繰り返し解くことによって最適化を行う手
法である. また構造データに対するカーネル関数に対し, 切断
法とサンプリングを組み合わせることによって高速化を試みた
ものとして [Yu 08, Severyn 11]が挙げられる.

7. まとめ
本論文では部分パス木カーネルを用いた SVM 学習問題に

対して切断法とラベル付き木に対する簡潔データ構造である
XBWを用いた高速かつ省メモリである学習アルゴリズムを提
案した. 提案アルゴリズムにおいては, 新たに加える制約を求
める際の計算がカーネル関数の線形和であり, 木構造のマッチ
ング問題に帰着されることに着目し XBW によって効率的に
計算できることを示した. 提案アルゴリズムの時間計算量はは
データ数に対して線形であり, またカーネル関数の線形和を高
速に求める際に必要な空間計算量は訓練データのラベル付き木
の情報論的下限に漸近し, 極めて高速かつ省メモリである.

今後の方針としては提案アルゴリズムと既存の SVM学習ア
ルゴリズムの比較を行い, 実験的にも高速であることを示すこ
と, 文字列, 木, グラフに対する他のカーネルに対しても本論
文の枠組みを利用することによって高速かつ省メモリであるア
ルゴリズムを構築することが考えられる.
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