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1. はじめに

人間は，共起する事象を観察することにより，これらの事
象のあいだに因果性を見出すことがある．因果帰納 (causal

induction) と呼ばれるこの働きに関して，近年，認知科学で
は 2 つの事象の共起頻度に基づく統計モデルによる研究が進
んでいる [Hattori & Oaksford 2007]．そこでの基本的な目標
は，ベルヌーイ確率変数で記述される 2 つの事象が与えられ
たときに人間がこれらの事象のあいだに因果性を見出す強度
をノンパラメトリックな統計モデルによって指標化することで
ある．
認知科学とは異なる分野にありながら因果帰納が深く関わ

る問題として，強化学習の課題である N 本腕バンディット問
題がある．これは確率的に報酬（当たりまたは外れ）が与え
られる N 本のレバー（腕）を持つスロットマシンにおいてレ
バーを引く試行を繰り返すことにより報酬を最大化する問題
である．最もよく当たるレバーをできるだけ早く探索する問題
としてこれを考えた場合，レバーの施行と当たり外れを結び
つける因果帰納の問題であるとも考えられる．この N 本腕バ
ンディット問題でも，人間の認知的バイアスに近い確率モデル
がいくつかのヒューリスティックスよりも良い成績を収めてお
り，因果帰納という行為の特性を多面的に考察することの重要
性が高まっている [篠原 et al. 2007]．
最近，因果帰納の指標のひとつとして，Takahashi らによ

り pARIs(proportion of Assumed-to-be Rare Instances) が
提案された [Takahashi et al. 2010]．これは単純な形式によっ
て人間の因果帰納の特性をよく反映する指標であるが，人間が
因果性を見出す強度と pARIsが関係付けられる理由はよくわ
かっていない．
本研究の目的は，pARIsにおける説明変数をベルヌーイ確

率変数から一般の連続確率変数へ拡張しその情報学的側面を分
析することにより，因果性を見出す強度と pARIsが関係づけ
られる理由を明らかにすることである．

2. pARIs変数の連続化

因果帰納に関する定量的研究において，事象の共起情報は
2×2分割表によって表現される．事象が起こる場合をA，起こ
らない場合を Āのように書くことにし，原因とみなされる事象
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表 1: 2× 2分割表
Cause \ Effect E Ē

C a b

C̄ c d

表 2: n×m分割表
Cause \ Effect Y1 · · · Yj · · · Ym

X1 a1j

...
...

Xi ai1 · · · aij · · · aim

...
...

Xn anj

をC，結果とみなされる事象をEと書くことにする．(C∩E)，
(C ∩ Ē)，(C̄ ∩ E)，(C̄ ∩ Ē) なる事象の生起頻度を a, b, c, d

とすれば，2× 2分割表は表 1のようになる．
この 2 × 2 分割表が与えられたとき，統計的指標としての

pARIsは以下のように定義される．

pARIs :=
a

a+ b+ c
(1)

ここに，∀a, b, c ∈ N に対して 0 ≤ pARIS ≤ 1 が成り立つ．
N := a+b+c+dとし，相対頻度Nおよび (a+b+c)/Nを生起
確率 p(C∩E)および p(C∪E) =p(C∩E)+p(C∩Ē)+p(C̄∩E)

で置き換えることにより，因果推論の強度に関する確率モデル
として

pARIs =
p(C ∩ E)

p(C ∪ E)
(2)

を得る．
次に，原因と結果のそれぞれについて，「事象が起こる／起こ

らない」ではなく，「i番でインデックスされた事象が起こる」
という形に書き換える．すなわち，2× 2分割表を拡張し，表
2のような n×m分割表を考える．ただし，aij(∀i, j ∈ N(1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m))は事象 Xi が起こりかつ事象 Yj が起こっ
た回数である．分割表の拡張に伴い，(2)式は以下のように書
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き換えられる．

pARIs(i, j) =
p(Xi ∩ Yj)

p(Xi ∪ Yj)
(3)

(1)式から (2)式を導くのとは逆に，(3)式から統計モデルを
つくれば

pARIs(i, j) =
aij∑m

j′=1 aij′ +
∑n

i′=1 ai′j − aij
(4)

となる．
さらに，(4)式の i, j ∈ Nを xi, yj ∈ R(−∞ < xi, yj < ∞)

に置き換え形式的に連続化することにより，以下の式を得る．

pARIs(xi, yj) =
P3

P1 + P2 − P3
(5)

ただし，P1 := Pr(xi − δx ≤ X < xi + δx) =∫ xi+δx
xi−δx

∫∞
−∞ p(x, y)dxdy =

∫ xi+δx
xi−δx

p(x)dx，P2 :=

Pr(yj − δy ≤ Y < yj + δy) =
∫∞
−∞

∫ yj+δy
yj−δy

p(x, y)dxdy =∫ yj+δy
yj−δy

p(y)dy，P3 := Pr(xi − δx ≤ X < xi + δx, yj − δy ≤

Y < yj + δy) =
∫ xi+δx
xi−δx

∫ yj+δy
yj−δy

p(x, y)dxdy であり，

δx, δy > 0は xi, yj のまわりの微小領域を定めるパラメータで
ある．(5) 式で定義される指標を連続型 pARIs と呼ぶことに
する．P1, P2, P3 の積分領域をそれぞれ S1, S2, S3 ⊂ R2 とす
ると S3 = (S1 ∩ S2) ⊂ (S1 ∪ S2)であり，(1)式と同様，(5)

式に関しても
0 ≤ pARIs(xi, yj) ≤ 1 (6)

が一般に成り立つ．

3. 連続型 pARIsの性質

連続型 pARIsがどのような性質を持つ指標なのかを明らか
にするため，(5)式の p(x, y)を 2次元正規分布に取りその振
る舞いを調べる．相関係数 ρの 2次元正規分布

p(x, y) =
1

2πσxσy

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

×
[
(x− µx)

2

σ2
x

− 2ρ
(x− µx)(y − µy)

σxσy
+

(y − µy)
2

σ2
y

]}
(7)

に対して，平均値のまわりで連続型 pARIs を計算する．微
小な δ > 0 を設定し，δx = δσx, δy = δσy のようにとると
P1 ≈ P2 ≈ 2δ/

√
2π，P3 ≈ 2δ2/π

√
1− ρ2 となるので，

pARIs(µx, µy) ≈
δ√

2π(1− ρ2)− δ
(8)

を得る．
ところで，P1, P2, P3 の定義より取り得る δの条件を求める

と，0 ≤ P1, P2 < 1より 0 ≤ δ <
√

π/2 ≈ 1.25，0 ≤ P3 < 1

より |δ| <
√
2π · (1 − ρ2)1/4，0 ≤ P1 + P2 − P3 < 1 より√

2π(1− ρ2)− 1 < δ ≤
√

2π(1− ρ2) を得る．これらより{
0 < δ <

√
π/2 (|ρ| < 3/4)

0 < δ ≤
√

2π(1− ρ2)(<
√

π/2) (3/4 ≤ |ρ| ≤ 1)
(9)

図 1: 相関 ρ に対する pARIs(µx, µy) および相互情報量
I(X,Y )の値

となる．また，(6)すなわち 0 < P3 ≤ P1 + P2 − P3，および
δ > 0かつ |ρ| ≤ 1より

0 < δ ≤
√

π(1− ρ2)/2 ≤
√

π/2 (10)

を得る．(10)式は (9)式よりも強い制約であり (10)式を δ の
条件として用いると (8)式の特異点 δ =

√
2π(1− ρ2)はこれ

によって避けられる．

4. 考察

1 章で述べたように，pARIs は因果帰納の強度に関する指
標として導入された．本章では連続型 pARIsが持つ特性を相
関係数および相互情報量との比較において述べる．図 1は，相
関 ρの正規確率変数X ∼= Norm(µx, σ

2
x)，Y ∼= Norm(µy, σ

2
y)

が与えられたときの，相関 ρに対する pARIs(µx, µy)および
相互情報量 I(X,Y )の値をグラフ化したものである．ただし，
pARIs(µx, µy) は δ の条件式 (10) によって制約されており，
pARIs(µx, µy)が定義されない ρの値が存在する．
指標に基づく因果推論が可能となるためには，その指標が

(a) 2つの事象の相関係数が大きくても，因果関係がなければ
値が小さくなる，(b) 2つの事象の相関係数が小さくても，因
果関係がなければ値が大きくなる，という性質を持たねばなら
ない．図 1は連続型 pARIsに関して性質 (a)を支持する．す
なわち，帯状の積分領域 S1, S2 の幅 δ を小さくすることによ
り，広い範囲で相関係数 ρの変化に対する pARIs(µx, µy)の
変化は小さくなる．これに対して，相互情報量 I(X,Y )は，

I(X,Y ) = −1

2
ln(1− ρ2) (11)

となり，相関係数 ρに大きく依存する指標である．
他方，性質 (b)に関しては，以下のような点が重要である．関

数的因果性 [上浦 2013]の考え方に基づき，事象X,Y の間に因
果関係が存在すると言明する代わりに，変数x, yの間にある関数
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y = f(x)が存在すると明言することを考える．pARIs(xi, yj)

では S1 = [xi − δx, xi + δx]×R，S2 = R× [yj − δy, yj + δy]，
S3 = [xi − δx, xi + δx]× [yj − δy, yj + δy]とし積分領域を 2

本の帯状に，十字に取る．もし S1 −S3 の領域に多くの点が分
布する場合，xi 近傍の点は yj 近傍以外の点にも写像されてい
ることを示す．すなわち，P3 に比して P1 の値が大きいとき，
関数 f は一価関数である度合いが低く，多価関数である度合
いが高い．また，もし S2 − S3 の領域に多くの点が分布する
場合，yj 近傍に写像される点は xi 近傍以外にも存在すること
を示す．すなわち，P3 に比して P2 の値が大きいとき，関数
f は単射である度合いが低い．結局，P1, P2 が P3 に比して小
さくなることが，pARIs(xi, yj)の値を大きくする（1に近づ
ける）ことになり，それは関数 f の (xi, yj)近傍における一価
関数性と単射性が高くなることを意味している．以上の考え方
を定量的な検証によって示すのは今後の課題である．
さらに，pARIs(xi, yj)を機械学習における指標として実用

的に用いようとした場合には，(xi, yj)近傍を，データ獲得に
合わせどのように更新してゆくのがよいか考えていく必要が
ある．
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