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We propose an algorithm for accelerating the computation of Personalized PageRank (PPR). We utilize the fact
that a large part of the computational cost of PPR is incurred by matrix multiplications with an adjacency matrix.
To reduce the number of scalar additions and multiplications needed for matrix multiplications, we propose a
method based on Zero-suppressed Binary Decision Diagram (ZDD), a data structure used for succinctly representing
a family of sets, to represent the adjacency matrix in a compressed form. With regard to multiplications between
matrices, our ZDD-based representation enables the sharing of the equivalent partial solutions of a multiplication,
making the total number of operations proportional to ZDD size. Our approach can compute PPR more than 300
% faster than is possible using standard sparse matrix representations.

1. はじめに
PageRank [Page 99]は，Webページに限らず，有向グラフ

が与えられたときにノードの重要度を計算する技術として広く用
いられている．また，PageRankの拡張であり，適応的に重要度
を計算可能な Personalized PageRank (PPR) [Haveliwala 02,

Jeh 03]も同様に広く利用されている．PageRankおよび PPR

を計算するための方法としては，行列とベクトル（行列）の乗
算を繰り返すべき乗法に基づく方法が最も一般的である．しか
し，べき乗法にはグラフが小規模な場合は問題ないが，グラフ
が大規模になると一度の乗算における計算回数が膨大になるた
め，高速な計算方法が必要となる．
本稿ではべき乗法の計算における行列間の乗算を高速化する

ことによって PPRを高速に計算する方法を示す．具体的には，
隣接行列をゼロサプレス型二分決定グラフ (Zero-suppressed

Binary Decision Diagrams: ZDD) を用いて圧縮した形式で
表現することによって，行列間の乗算に必要な実数の加算・乗
算の回数を削減することによって計算を高速化する．実験では
複数のデータセットに対して提案手法を適用し，従来な疎行列
表現に基づく行列の乗算を用いたときと比較して最大でおよそ
300% PPRの計算を高速化できることを確認した．

2. ZDD

ZDD [Minato 93]は集合族の表現に特化した二分決定グラ
フ (Binary Decision Diagrams: BDD) [Bryant 86]の変種で
ある．ZDD は集合族を無閉路有向グラフ (Directed Acyclic

Graph: DAG) として表現する．図 1は，シンボル a, b, cから
構成された集合族 {{a, b, c}, {a, c}, {b, c}}を表した ZDDであ
る．ZDDのノードは 2種類あり，図中の丸いノードを中間ノー
ド，四角いノードを終端ノードとよぶ．すべての中間ノードは
対応するシンボルをラベルとしてもち，必ず 0-枝 (図中破線)と
1- 枝 (図中実線) とよばれるふたつのリンクをもつ．リンクを
もたないノードは終端ノードとよばれ，いずれの ZDDも必ず
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図 1: 集合族 {{a, b, c}, {a, c}, {b, c}}を表す ZDDの例

0-終端ノードと 1-終端ノードの 2つを持つ．ZDDの先頭にあ
るノードは根とよばれ，根から 1-終端ノードまでの 1つのパス
が集合族に含まれる 1つの集合に対応する．例えば図 1の ZDD

では根から 1-終端ノードに至るパスは a −→ b −→ c −→ 1，
a −→ b 99K c −→ 1，そして a 99K b −→ c −→ 1 の 3 種類
であり，それぞれが集合 {a, b, c}, {a, c}，{b, c}に対応してい
る．ZDDの全てのパスにおいてシンボルの出現順序が一定で
あるとき，ZDDは順序づけされているという．図 1の ZDD

では a < b < cの順序で順序づけされている．
ZDDによって集合族を表現することの利点として，巨大な

集合族を圧縮された小さなグラフとして表現できることが挙
げられる．同じ集合族を表現する等価な順序づけされた ZDD

は複数種類存在するが，図 2に示す 2種類の簡約化規則を可
能な限り適用することによって最もノード数が少ない既約な
ZDDを得ることができる．

ZDDの計算機上での表現について述べる．ZDDは，各ノー
ドごとに対応するシンボル，1-枝が指すノードのアドレス，0-

枝が指すノードのアドレスの 3つのフィールドを用意すること
で表現することができる．ある ZDD f の総ノード数を B(f)

とすると，ZDDは上記 3フィールドを格納する要素数 B(f)

の配列で表現できる．配列中の k 番目のノードに対応するシ
ンボルを v(k), 1-枝，0-枝が指すノードの配列中での添字を，
それぞれ h(k), l(k)とする．以下では ZDDのノードは大きさ
B(f)の配列にトポロジカルソートの逆順で格納されているも
のとする．すなわち，配列の 1, 2番目の要素がそれぞれ 0, 1
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図 2: ZDDの簡約化規則. (a) 削除規則と (b) 共有規則

終端ノード，B(f)番目の要素が根とする．

3. Personalized PageRank

Personalized PageRank を説明する前に，まず通常の
PageRankについて簡単に説明する．N 個のノードからなる
有向グラフを G = (V,E) とする．V はノードの集合，E は
エッジの集合とする．この有向グラフを表現する隣接行列を
A とする．Aij を A の i 行 j 列の要素とすると，グラフ G

が i 番目のノードから j 番目のノードへのエッジを含むなら
ば Aij = 1/Oi，そうでないならば Aij = 0 とする．ここで
Oi は i番目のノードの出次数である．次に，xをノードの集
合 V 上での確率分布を表す N 要素の非負実数ベクトルとす
る．すなわち，すべての 1 ≤ i ≤ N について xi ∈ [0, 1]かつ∑N

i=1 xi = 1を満たすとする．グラフ Gの PageRankベクト
ルとは，xのうち，

x = (1− c)Ax+ cu (1)

を満たすもののことである∗1．ここでuは嗜好ベクトルとよばれ
るN 次元実数ベクトルであり，xと同様にすべての 1 ≤ i ≤ N

について ui ∈ [0, 1]かつ
∑N

i=1 ui = 1を満たす．嗜好ベクト
ルは，グラフ中の各ノードに対するデフォルトの重要度を与
えるためのものであり，PPRにおいて重要な役割を占める．c

はテレポーテーション定数とよばれる実数パラメータであり，
c ∈ [0, 1]である．
式 (1) を満たす x を求める方法としてはべき乗法が代表

的である．すなわち，適当な初期値 x(0) から始まり，x(t) ←
(1− c)Ax(t−1) + cuとして，x(t) を更新していく方法である．
計算を繰り返すことによって x(t) は (1)を満たす値に収束す
ることが知られている．

3.1 Personalized PageRank
通常の PageRankの計算においては，嗜好ベクトルは ui =

1/N として，どのノードに対しても一定の重みを与えるのが
一般的である．一方で嗜好ベクトルの重みを変化させること
によって PageRankの値を調整することもできる．すなわち
重要なノードの嗜好ベクトルの重みを大きくする，あるいは
影響を無視したいノードの重みを小さくすることによって，所
望の PageRankベクトルを得ることができる．このように嗜
好ベクトルを調整して計算された PageRankを Personalized

PageRank (PPR) とよぶ．PPRは有用な技術であるが，異な
る嗜好ベクトルが与えられるたびに毎回 PPRを計算するのは，
大規模なグラフを扱う場合には現実的ではない．そこで重要と
なるのは [Jeh 03]で示された PPRの線形性である．PPRの
線形性とは，ある 2つの嗜好ベクトル u1，u2 と，それぞれに

∗1 簡単のため出次数が Oi = 0 であるようなノード vi はグラフ中
には含まれないものとする．
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図 3: 隣接行列と対応する ZDDの例

対応する PageRankベクトル x1，x2 があったときに，関係

αx1 + (1− α)x2 =

(1− c)A(αx1 + (1− α)x2) + c(αu1 + (1− α)u2)

が成り立つことをいう．ここで α は α ∈ [0, 1] を満たす任意
の実数である．PPRの線形性を用いることで，嗜好ベクトル
u3 = αu1 + (1 − α)u2 に対応する PageRank ベクトル x3

を，x1, x2 から x3 = αx1 + (1 − α)x2 として求めることが
できる．つまり，あらかじめいくつかの嗜好ベクトルに対する
PageRankベクトルを求めておくことによって，それらの嗜好
ベクトルの線形和に対しても PageRankベクトルを求めるこ
とができる．

M 個の嗜好ベクトルを列ベクトルとして並べた N ×M の
行列をUとすると，対応するM 個の PageRankベクトルを
求める過程は，

X(t) ← (1− c)AX(t−1) + cU (2)

として，行列Xを更新するものとして表現できる．ここでX

は N ×M の行列であり，Xの i番目の列ベクトルが Uの i

番目の列ベクトルに対応する PageRankベクトルとなる．
PPRを求めるためには，(2) にあるように隣接行列Aと行

列Xとの積を繰り返し求める必要がある．一般に隣接行列は
疎行列となるため，一度の乗算に nnz(A)×M 回の実数の加
算と乗算が必要となる．ここで nnz(A)はAの非ゼロ成分の
個数である．次節ではこの乗算に必要な計算を，隣接行列を
ZDDを用いて表現することで削減する方法について述べる．

4. ZDDを用いたPPRの計算
ZDDを用いて効率的に行列間の乗算を行う方法について説

明する．なお，本節で説明する方法は，以前に [西野 12]で示
した ZDDを用いて二値行列を表現し，行列とベクトルの乗算
を行う方法の拡張として位置づけられる．既存手法との違い
は，PageRankおよび PPRの計算で用いられる列正規化行列
(列ベクトルの非ゼロ成分の値が一定である行列) を扱えるよ
うにした点，および行列間の乗算を可能とした点にある．
まず ZDD を用いて隣接行列を表現する方法を示す．ZDD

は集合族を表現するためのデータ構造であるため，隣接行列を
集合族として表現することで ZDDで隣接行列を表現すること
ができる．いま，隣接行列Aの集合族による表現を SA とす
る．AがN ×N の行列であったとすると，その各行に対応す
る N 個のシンボル r1, . . . , rN と，各列に対応する N 個のシ
ンボル e1, . . . , en，あわせて 2N 個のシンボルを用いて SA を

SA =

N∪
i=1

{{ri, eai(1), . . . , eai(bi)}}, (3)
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Algorithm 1 ZDDで表現された隣接行列と実数行列の乗算
Input: 隣接行列を表現する ZDD fA，N ×M の実数行列 X
Output: N ×M の実数行列 Y = AX

1: for k = 1, 2 do /∗ 終端ノード ∗/
2: s[k]← 0
3: for k = 3 to (B(fA)−N) do /∗v(k) = e∗∗/
4: s[k]← s[l(k)] + s[h(k)] + 1/Oη(v(k))xη(v(k))

5: for k = (B(fA)−N) + 1 to B(fA) do /∗v(k) = r∗∗/
6: yη(v(k)) ← s[h(k)]
7: return Y
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Algorithm 1 ZDDで表現された隣接行列と実数行列の乗算
手続き
Input: N × N の隣接行列 A を表現する ZDD fA，N ×M の実
数行列 X

Output: N ×M の実数行列 Y = AX
1: for k = 1, 2 do
2: s[k]← 0 // 終端ノードを初期化
3: for k = 3 to (B(fA)−N) do
4: s[k]← s[l(k)] + s[h(k)] + 1/Oη(v(k))xη(v(k))

5: for k = (B(fA)−N) + 1 to B(fA) do
6: yη(v(k)) ← s[h(k)]
7: return Y
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図 4: アルゴリズム 1 の実行例．

まず ZDD を用いて隣接行列を表現する方法を示す．ZDD

は集合族を表現するためのデータ構造であるため，隣接行列を
集合族として表現することで ZDDで隣接行列を表現すること
ができる．いま，隣接行列 fAの集合族による表現を SA とす
る．AがN ×N の行列であったとすると，その各行に対応す
る N 個のシンボル r1, . . . , rN と，各列に対応する N 個のシ
ンボル e1, . . . , en，あわせて 2N 個のシンボルを用いて，SA

を

SA =
N⋃

i=1

{{ri, eai(1), . . . , eai(bi)}}, (3)

として定義する．ここで ai(j)は行列の i行目に対応する行ベ
クトル Ai = (Ai1, . . . , AiN ) において j 個目の非ゼロ成分の
位置を返す関数である．また bi は i行目に対応する行ベクト
ルの個数を表す．この定義はAの一つの行を一つの集合とし
て表現し，それらの集まりである集合族として行列を表現した
ものである．隣接行列の例と，その集合族による表現に基づく
ZDDによる表現を図 ??に示す．図 ??(a)の隣接行列は，集合
族 {{r1, e1, e3}, {r2, e3}, {r3, e2}}として表現される．ここで
a1(1) = 1, a1(2) = 3, a2(1) = 3, a3(1) = 2, b1 = 2, b2 = 1,

そして b3 = 3 である．
次に ZDDで表現された隣接行列と実数行列の乗算を実行す

る手続きを説明する．乗算は ZDDの構造を利用した動的計画
法として実行される．すなわち，ZDDの各ノードごとにサイ
ズM の実数配列を記憶可能な記憶領域を用意し，その値を終
端ノードから根の順に再帰的に設定していくことで，最終的に
所望の計算結果を得ることができる．ZDDの i番目のノード
に対して用意された記憶領域を s[i]と表す．手続きをアルゴリ
ズム 1に示す．ここで η()はシンボル ri，ei を受け取り，そ
の添字を返す関数である．例えば η(e1) = 1，η(r4) = 4とな
る．アルゴリズムはまず 1, 2行目で終端ノードの値 s]0をM

要素のベクトル 0で初期化したのちに，3，4行目でシンボル
e∗ が付与された各中間ノードの値をその子ノードの値を参照
して設定する．最後に 5，6行目で i行目に対応する行ベクト
ルを取り出し処理を終了する．

図 4はアルゴリズム 1の実行例である．この例では行列

A =




1.0 0.0 0.5

0.0 0.0 0.5

0.0 1.0 0.0



 , X =




0.5 0.3

0.4 0.3

0.1 0.6





の積 Y を

Y = AX =




0.55 0.5

0.05 0.2

0.4 0.3





として計算する際に，中間ノードの値がどのように更新されて
いくかを示している．

ZDDを用いることによって，行列同士の乗算に必要な実数
の加算および乗算の回数は，シンボル e∗が対応づけられたノー
ドの個数に制限される．該当のノード数は必ず元の隣接行列の
非ゼロ要素数よりも少なくなるため，計算の高速化が見込ま
れる．

4.1 手法の拡張
前節で ZDD を用いた PPR の計算方法について説明した．

前節の方法を用いれば PPRを計算できるが，効率的に計算を
行うためにはいくつかの工夫・拡張が不可欠である．本節では，
(i)ZDDのノード数の削減のための ZDDによる表現方法の工
夫と，(ii)省メモリで乗算を実行するための実装上の工夫につ
いて述べる．
行列の分割と順序づけ
行列の乗算に必要な演算の回数は対応する ZDDのノード数

によって決まることを前節で示した．ある隣接行列を表現する
ZDDの形式は一通りではないことから，より少ないノード数
で表現できる方法を用いることで計算を高速化できる．
一般に，BDD/ZDDは変数の順序づけを変化させるとノー

ド数が変化するため，対象に適した変数順序を用いることが
BDD/ZDDを扱うときには重要となる．さらに，隣接行列の
表現に固有のパラメータとして，行列を列ベクトルを単位と
して複数の行列に分割し，それを ZDDとして表現することで
よりコンパクトに表現することができることが知られている
[西野 12]．以上 2点より，適した順序づけおよび行列の分割を
行うことが必要となる．

BDD/ZDDにおいて，最適な変数順序を発見する問題はNP

困難であることが知られていることから，本稿では貪欲法に基
づく単純なヒューリスティックで順序づけと行列の分割の問題
を同時に解く方法を示す．まず容器を K 個用意し，次に各列
ベクトルをそれらの容器のどれかに入れることを N 回繰り返
す．ある列ベクトルを入れる容器を選択する際には，その列ベ
クトルと各容器に入っている列ベクトルの集合との類似度をも
とにスコアを算出し，類似度が最も高くなった容器を選択する
ことにする．同じ容器に入った列ベクトルを一つのグループと
するように行列を分割することによって，分割と並べ替えを同
時に実行することができる．
必要な記憶領域の削減

ZDDを用いた計算を行うためには，大きさM の実数配列
をノード数個一時記憶領域として用意する必要がある．必要と
なる一時記憶領域は，一般的な疎行列表現を用いる場合と比
較して非常に大きくなる可能性がある．そこで，必要な記憶領
域を削減するための工夫として，アルゴリズム 1の実行中に，
あるノードに対応付けら得た配列がそれ以降の計算で利用され
るかどうかを判別し，以降の計算で利用されない記憶領域を開
放するようにする．詳細は紙面の都合上割愛するが，乗算で必
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Algorithm 1 ZDDで表現された隣接行列と実数行列の乗算
手続き
Input: N × N の隣接行列 A を表現する ZDD fA，N ×M の実
数行列 X

Output: N ×M の実数行列 Y = AX
1: for k = 1, 2 do
2: s[k]← 0 // 終端ノードを初期化
3: for k = 3 to (B(fA)−N) do
4: s[k]← s[l(k)] + s[h(k)] + 1/Oη(v(k))xη(v(k))

5: for k = (B(fA)−N) + 1 to B(fA) do
6: yη(v(k)) ← s[h(k)]
7: return Y
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図 4: アルゴリズム 1 の実行例．

まず ZDD を用いて隣接行列を表現する方法を示す．ZDD

は集合族を表現するためのデータ構造であるため，隣接行列を
集合族として表現することで ZDDで隣接行列を表現すること
ができる．いま，隣接行列 fAの集合族による表現を SA とす
る．AがN ×N の行列であったとすると，その各行に対応す
る N 個のシンボル r1, . . . , rN と，各列に対応する N 個のシ
ンボル e1, . . . , en，あわせて 2N 個のシンボルを用いて，SA

を

SA =
N⋃

i=1

{{ri, eai(1), . . . , eai(bi)}}, (3)

として定義する．ここで ai(j)は行列の i行目に対応する行ベ
クトル Ai = (Ai1, . . . , AiN ) において j 個目の非ゼロ成分の
位置を返す関数である．また bi は i行目に対応する行ベクト
ルの個数を表す．この定義はAの一つの行を一つの集合とし
て表現し，それらの集まりである集合族として行列を表現した
ものである．隣接行列の例と，その集合族による表現に基づく
ZDDによる表現を図 ??に示す．図 ??(a)の隣接行列は，集合
族 {{r1, e1, e3}, {r2, e3}, {r3, e2}}として表現される．ここで
a1(1) = 1, a1(2) = 3, a2(1) = 3, a3(1) = 2, b1 = 2, b2 = 1,

そして b3 = 3 である．
次に ZDDで表現された隣接行列と実数行列の乗算を実行す

る手続きを説明する．乗算は ZDDの構造を利用した動的計画
法として実行される．すなわち，ZDDの各ノードごとにサイ
ズM の実数配列を記憶可能な記憶領域を用意し，その値を終
端ノードから根の順に再帰的に設定していくことで，最終的に
所望の計算結果を得ることができる．ZDDの i番目のノード
に対して用意された記憶領域を s[i]と表す．手続きをアルゴリ
ズム 1に示す．ここで η()はシンボル ri，ei を受け取り，そ
の添字を返す関数である．例えば η(e1) = 1，η(r4) = 4とな
る．アルゴリズムはまず 1, 2行目で終端ノードの値 s]0をM

要素のベクトル 0で初期化したのちに，3，4行目でシンボル
e∗ が付与された各中間ノードの値をその子ノードの値を参照
して設定する．最後に 5，6行目で i行目に対応する行ベクト
ルを取り出し処理を終了する．

図 4はアルゴリズム 1の実行例である．この例では行列

A =




1.0 0.0 0.5

0.0 0.0 0.5

0.0 1.0 0.0



 , X =




0.5 0.3

0.4 0.3

0.1 0.6





の積 Y を

Y = AX =




0.55 0.5

0.05 0.2

0.4 0.3





として計算する際に，中間ノードの値がどのように更新されて
いくかを示している．

ZDDを用いることによって，行列同士の乗算に必要な実数
の加算および乗算の回数は，シンボル e∗が対応づけられたノー
ドの個数に制限される．該当のノード数は必ず元の隣接行列の
非ゼロ要素数よりも少なくなるため，計算の高速化が見込ま
れる．

4.1 手法の拡張
前節で ZDD を用いた PPR の計算方法について説明した．

前節の方法を用いれば PPRを計算できるが，効率的に計算を
行うためにはいくつかの工夫・拡張が不可欠である．本節では，
(i)ZDDのノード数の削減のための ZDDによる表現方法の工
夫と，(ii)省メモリで乗算を実行するための実装上の工夫につ
いて述べる．
行列の分割と順序づけ
行列の乗算に必要な演算の回数は対応する ZDDのノード数

によって決まることを前節で示した．ある隣接行列を表現する
ZDDの形式は一通りではないことから，より少ないノード数
で表現できる方法を用いることで計算を高速化できる．
一般に，BDD/ZDDは変数の順序づけを変化させるとノー

ド数が変化するため，対象に適した変数順序を用いることが
BDD/ZDDを扱うときには重要となる．さらに，隣接行列の
表現に固有のパラメータとして，行列を列ベクトルを単位と
して複数の行列に分割し，それを ZDDとして表現することで
よりコンパクトに表現することができることが知られている
[西野 12]．以上 2点より，適した順序づけおよび行列の分割を
行うことが必要となる．

BDD/ZDDにおいて，最適な変数順序を発見する問題はNP

困難であることが知られていることから，本稿では貪欲法に基
づく単純なヒューリスティックで順序づけと行列の分割の問題
を同時に解く方法を示す．まず容器を K 個用意し，次に各列
ベクトルをそれらの容器のどれかに入れることを N 回繰り返
す．ある列ベクトルを入れる容器を選択する際には，その列ベ
クトルと各容器に入っている列ベクトルの集合との類似度をも
とにスコアを算出し，類似度が最も高くなった容器を選択する
ことにする．同じ容器に入った列ベクトルを一つのグループと
するように行列を分割することによって，分割と並べ替えを同
時に実行することができる．
必要な記憶領域の削減

ZDDを用いた計算を行うためには，大きさM の実数配列
をノード数個一時記憶領域として用意する必要がある．必要と
なる一時記憶領域は，一般的な疎行列表現を用いる場合と比
較して非常に大きくなる可能性がある．そこで，必要な記憶領
域を削減するための工夫として，アルゴリズム 1の実行中に，
あるノードに対応付けら得た配列がそれ以降の計算で利用され
るかどうかを判別し，以降の計算で利用されない記憶領域を開
放するようにする．詳細は紙面の都合上割愛するが，乗算で必
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図 4: アルゴリズム 1 の実行例

として定義できる．ここで ai(j)は行列の i行目に対応する行
ベクトル Ai = (Ai1, . . . , AiN ) において j 個目の非ゼロ成分
の位置を返す関数である．また bi は i行目に対応する行ベク
トルの個数を表す．この定義はAの 1つの行，その非ゼロ成
分を要素とする集合として表現し，それらの集まりである集
合族として行列を表現したものである．隣接行列の例と，その
ZDDによる表現を図 3に示す．図 3(a) の隣接行列は，集合
族 {{r1, e1, e3}, {r2, e3}, {r3, e2}}として表現される．ここで
a1(1) = 1, a1(2) = 3, a2(1) = 3, a3(1) = 2, b1 = 2, b2 = 1,

そして b3 = 3 である．
次に ZDDで表現された隣接行列と実数行列の乗算を実行す

る手続きを説明する．乗算は ZDDの構造を利用した動的計画
法として実行される．すなわち，ZDD の各ノードごとに M

個の実数を記憶する配列を用意し，その値を終端ノードから根
の順に再帰的に設定していくことで，最終的に所望の計算結果
を得ることができる．ZDDの i番目のノードに対して用意さ
れた記憶領域を s[i]と表す．手続きをアルゴリズム 1に示す．
ここで η() はシンボル ri，ei を受け取り，その添字を返す関
数である．例えば η(e1) = 1，η(r3) = 3となる．アルゴリズ
ムはまず 1, 2行目で終端ノードに対応する配列 s[0]を 0で初
期化したのちに，3，4行目でシンボル e∗ が付与された各中間
ノードの配列をその子ノードの配列を参照して設定する．最後
に 5，6行目で i行目に対応する行ベクトルを取り出し処理を
終了する．図 4はアルゴリズム 1の実行例である．行列計算
として計算する際に，中間ノードの値がどのように更新されて
いくかを示している．

ZDDを用いることによって，行列同士の乗算に必要な実数の
加算および乗算の回数は，シンボル e∗が対応づけられたノード
の個数に等しくなる．図 4の例では，従来法では nnz(A) = 4

回の計算が必要であったところが，v(k) = e∗ であるような
ノードの個数，つまり 3回の計算で済むことが分かる．また，
証明は紙面の都合上割愛するが，該当のノード数は必ず元の隣
接行列の非ゼロ要素数よりも少なくなるため，ZDDを用いる
ことで計算の回数が増えることはないのも重要な特長である．

表 1: データセット・隣接行列を表現した ZDDのノード数
データセット ノード数 リンク数 ZDD のノード数
Wikipedia 2,394,385 5,021,410 2,041,999

AS 22,963 48,436 14,874
Web 325,729 1,497,135 432,857

4.1 手法の拡張
前節の方法で PPRを計算できるが，効率的に計算を行うた

めにはいくつかの工夫が不可欠である．本節では ZDDのノー
ド数の削減のための ZDDによる表現方法の工夫と，省メモリ
で乗算を実行するための実装上の工夫について述べる．
行列の分割と順序づけ 順序づけされた BDD/ZDDは，変数
の順序を変化させるとノード数が変化するため，対象とする集
合族に適した変数順序を用いることが重要となる．さらに，隣
接行列の表現に固有の方法として，行列を列ベクトルを単位と
して複数の行列に分割し，それを ZDDとして表現することで
よりノード数を削減できることが知られている [西野 12]．以
上 2 点より，適した順序づけおよび行列の分割を行うことが
必要となる．BDD/ZDDにおいて，最適な変数順序を発見す
る問題は NP 困難であることが知られている．そのため本稿
では貪欲法に基づくヒューリスティックを用いて順序づけと行
列の分割の問題を同時に解く方法を示す．まず容器を K 個用
意し，次に各列ベクトルをそれらの容器のどれかに入れること
を N 回繰り返す．ある列ベクトルを入れる容器を選択する際
には，その列ベクトルと各容器に入っている列ベクトルの集合
との類似度をもとにスコアを算出し，類似度が最も高くなった
容器を選択する．同じ容器に入った列ベクトルを一つのグルー
プとするように行列を分割することによって，分割と並べ替え
を同時に実行することができる．
必要な記憶領域の削減 アルゴリズム 4では計算の途中経過
を記憶するために大きさM の実数配列をノード数だけ用意す
る必要があった．そのため一般な疎行列表現を用いる場合と比
べ必要な記憶領域が非常に大きくなる可能性がある．そこで，
アルゴリズム 1 の実行中に，あるノードに対応付けら得た配
列がそれ以降の計算で利用されるかどうかを判別し，以降の計
算で利用されない記憶領域を開放するようにする．詳細は紙
面の都合上割愛するが，乗算で必要となる記憶領域は常に 2N

を超えないため，記憶領域を大幅に削減することができる．そ
れ以降利用されるかどうかの判定を行うためには，あるノード
が以降何度参照されるかを記憶する参照カウンタを保持する必
要がある．参照カウンタの保持にはさらに追加で記憶領域が必
要となるが，M が大きいときにはメモリの削減の効果のほう
が大きくなる．

5. 検証
提案手法によって Personalized PageRankを計算し，既存

手法と比較した．データセットとして表 1 左に示す 3 種類
の有向グラフデータを用いた．比較対象として，疎行列と行
列の乗算で広く使われるデータ構造である Compressed Row

Storage (CRS) [Barrett 94] を実装した行列計算ライブラリ，
Eigen∗2のバージョン 3.1.2 を利用した．実装言語はC++，コ
ンパイラは gcc 4.6.3 (-O3)，実行環境として 2.66GHz Intel

Xeon CPU と 256GB RAM を搭載した Linux をそれぞれ用
いた．

∗2 http://eigen.tuxfamily.org/index.php
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図 5: PPRの計算時間の比較

0!

100!

200!

300!

400!

500!

600!

700!

800!

900!

1! 10! 100!

U
se

d 
he

ap
 m

em
or

ie
s 

(M
B)
�

Number of base vectors�

ZDD!

Eigen!

図 6: メモリ使用量

5.1 実験結果
図 5は，嗜好ベクトルの個数を横軸，PPRの 50回の繰り

返し計算にかかった計算時間を縦軸として計算時間を比較した
ものである．図中の 3種類のプロットは，それぞれ Eigenに
よる計算時間，提案手法による計算時間，行列の並べ変えお
よび ZDDの構築にかかる時間を含めた提案法による計算時間
を表している．Eigenによる計算結果と ZDDによる PPRの
計算の時間のみを比較すると，嗜好ベクトルの数が 3 個以上
のときであれば常に提案手法のほうが高速に PPRを計算でき
ていることが分かる．特に 20個以上の嗜好ベクトルを対象と
する場合には，最大で 300%の高速化に成功している．表 1右
に各隣行列を ZDDで表現したときのラベル e∗ をもつノード
数を表している．いずれのデータでも隣接行列の非ゼロ要素
数（リンク数）と比較すると最大 1/3 程度になっていること
から，計算にかかった時間もノード数の削減に併せて 1/3 程
度まで削減されたものと解釈できる．一方，嗜好ベクトルのサ
イズが 1または 2のときは，既存手法のほうが高速に計算で
きるという結果が得られた．これは，嗜好ベクトルが小さいと
きには CPUキャッシュヒット率の差の影響が顕著となるため
と考えられる．キャッシュヒット率については，CRS フォー
マットは行列の乗算が CPUキャッシュを利用しやすい形式で
ある [Barrett 94]のに対して，ZDDを用いた表現では子ノー
ドの値の参照時に局所的でないメモリアクセスが発生するた
め，キャッシュヒット率を高めることができない．
前処理を含めた場合であっても，嗜好ベクトルのサイズが大

きい場合であれば提案手法は既存手法と比較して高速に動作し
た．前処理にかかる時間は嗜好ベクトルの個数，および乗算の
繰り返し回数によらず一定であるため，多数の嗜好ベクトルを
利用する場合，また，乗算の繰り返し回数が多い場合には提案
手法はより処理の高速化に寄与するといえる．
嗜好ベクトルの個数を変化させたときの利用ヒープメモリ

容量を図 6 に示す．参照カウンタを用いた提案手法では使用
メモリ量を既存手法よりも削減できていることが分かる．

6. 関連研究
PageRankおよび PPRの高速な計算方法について，これま

で多くの検討がなされているが，線形代数に基づく手法とモン
テカルロ法に基づく方法とに分類することができる．線形代
数に基づく手法では，外挿を用いた繰り返し計算回数の削減
[Kamvar 03b]や，グラフの性質を利用して，行列を複数のブ
ロックに分割する方法 [Kamvar 03a] などが提案されている．
提案手法の利点の一つとして，これら既存手法と容易に組み合
わせることが可能なことが挙げられる．すなわち，既存の線形
代数に基づく手法では，内部的に隣接行列と実数行列との乗算
を行うため，その部分を既存手法で置き換えることで，さらな
る高速化が達成できると考える．モンテカルロ法に基づく方法

は，グラフ上でランダムウォークシミュレーションを行うこと
によって，近似的にノード上の確率分布を求める [Fogaras 05]

．線形代数にに基づく手法と比較して高速な手法が提案されて
いるが，正しい値への収束を保証できないという課題がある．

7. おわりに
本稿では ZDDを用いて隣接行列を表現することによって，

ボトルネックである行列間の乗算を高速化して Personalized

PageRankの計算を高速化できることを示した．提案手法は疎
行列を対象とした乗算を高速化する一般的な方法であるため，
PPRによらず様々な場面での活用が期待できる．今後は他の
活用事例についても検討を行っていきたい．
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