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Permutation Entropies have been applied to various real-world time series as a simple and robust method to
extract information from them since its first proposal by Bandt and Pompe in 2002. We have studied its theoretical
aspect based on the duality between values and orderings. Recently, modified permutation entropies have been
introduced for more accurate estimation of entropies. In this paper, we present theoretical results on the modified
permutation entropies which utilize equalities in addition to permutations.

1. はじめに

Permutation Entropyとは、Bandtと Pompe[Bandt 02b]

により提案された時系列の複雑さを定量する一つの方法のこと

である。この方法では、時系列の値そのものではなく、値の間

の大小関係（順列）にのみ注目し、Entropy Rateや Transfer

Entropy などの時系列の特徴量を計算する。順列を用いて計

算した特徴量は ‘Permutation’もしくは ‘Symbolic’を冠して

呼ばれることが多い（Permutation Entropy Rate, Symbolic

Transfer Entropy Rateなど）。データ解析の手法として神経

科学をはじめとした様々な分野で用いられており、一般に、実

装が簡易である、ノイズに対して頑健である、計算量が少なく

て済むなどの利点があるとされている [Amigó 10]。一方で、そ

の理論的側面に関しては、Entropy Rateに関する結果を除く

と、知られている結果は少ない。また、Entropy Rate (ER)に

関しても基本的な問題が未解決のままである。離散力学系の生

み出す時系列に対しては、Permutation Entropy Rate (PER,

KS entropyの順列版)の定義には二通りの流儀がある。第一の

定義は、[Bandt 02a]に依る。この定義では、相空間の各点を

初期値とする有限の軌道の持つ自然な順列が同一かどうかで相

空間を分割して Shannon Entropyを求め、この (上)極限によ

り PERを定義する。区間上の区分的単調写像に対してはPER

は KS Entropy に一致することが示されている。Keller らは

Borel写像で後者が前者以下であることを示し [Keller 10]、ま

た一般に両者が一致するための必要十分条件を求めているが

[Keller 12]、完全な解決へとは至っていない。一方で、Amigó

ら [Amigó 05]による第二の定義では、相空間の有限分割に任

意の順序を入れて通常の KS Entropy の定義と類似の手続き

により PER を定義する。この場合は、任意の保測力学系に

対して PER と KS Entropy が一致することが示されている

[Amigó 12]。

著者らは、値と順序の双対性 (Duality between Values and

Orderings, DVO) 理論を提案し、これに基づき有限アルファ

ベット定常確率過程 (SSP)に対する ER以外の特徴量につい

ての理論研究を行ってきた。[Haruna 11] では、[Amigó 05]

により得られていた、任意の SSP に対して PER と ER が

一致するという定理の簡潔な別証明を得た。また、DVO を

利用することにより、Excess Entropy (EE)[Crutchfield 03]

や、Transfer Entropy Rate (TER)[Schreiber 00] に対して
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も Markov 性の仮定のもとでこれらの順列版との等号が示せ

る:エルゴード的 Markov 過程に対しては、EE と Permuta-

tion Excess Entropy (PEE)は一致する [Haruna 11]。また、

TERと Symbolic Transfer Entropy Rate (STER)も一致す

る [Haruna 13b]。これらの一般化として、内部過程がエルゴー

ド的な隠れ Markov モデルの出力過程に対して EE=PEE お

よび TER=STERなども示されている [Haruna 12]。

近年では、順列だけでなく、値の間の等号も考慮するMod-

efied Permutation Entropy (MPE)が応用の立場から提案さ

れている [Bian 12, Ruiz 12, Sun 10]。MPEについては、順

列のみの場合とは異なってMarkov性の仮定なしに、任意のエ

ルゴード的 SSPに対して、EEとModified Permutation Ex-

cess Entropy が一致すること、及び TER と Modified Sym-

bolic Transfer Entropy Rate が一致すること、が証明できる

[Haruna 13a]。本稿では、紙数の都合上前者にのみ的を絞り、

その概要を述べる。

2. Entropy RateとExcess Entropy

X = {X1, X2, · · · }を有限アルファベットA上の定常確率過

程 (Stationary Stochastic Process, SSP)とする。長さ L ≥ 1

の文字列 x1:L := x1x2 · · ·xL ∈ AL = A × · · · × A
| {z }

L

の出現確

率を、

p(x1:L) := Pr{X1 = x1, X2 = x2, · · · , XL = xL}

で表す。Xの Entropy Rate (ER)とは、その単位時間当たり

の値の平均的不確かさであり、

h(X) = lim
L→∞

H(X1:L)/L (1)

で定義される。ただし、

H(X1:L) = −
X

x1:L∈AL

p(x1:L) log2 p(x1:L)

であり、h(X) は任意の SSP に対して存在することが知られ

ている [Cover 91]。

Xの Excess Entropy (EE)とは、その複雑さ、もしくは大

1



The 27th Annual Conference of the Japanese Society for Artificial Intelligence, 2013

域的相関の尺度であり、

E(X) = lim
L→∞

(H(X1:L) − h(X)L)

=

∞
X

L=1

(H(XL|X1:L−1) − h(X)) (2)

で定義される [Crutchfield 03]。E(X)は存在するか、発散す

るかのどちらかである。EEは過去と未来の半無限列間の相互

情報量として書くこともできる [Crutchfield 03]:

E(X) = lim
L→∞

I(X1:L; XL+1:2L). (3)

ただし、I(Y;Z)は確率変数Yと Zの間の相互情報量である。

PER と EE は SSP の最も基本的な特徴量であり、例えば

[Feldman 08]では、両者を軸とする平面上のプロットを作る

ことで、様々なクラスの SSPに内在的な計算の様態を特徴づ

けることが試みられている。

3. 値と順序の双対性と Permutation En-
tropy Rate

3.1 順列による文字列集合の分割

An = {1, 2, · · · , n} とし、通常の数の大小関係で An に

全順序を入れる。L ≥ 1 に対して、長さ L の順列とは、集

合 {1, 2, · · · , L} 上の全単射写像のことである。長さ L の順

列全体の集合を SL で表す。以下では、しばしば長さ L の

順列 π を、列 π(1)π(2) · · ·π(L) で表す。順列 π ∈ SL の

ascent(π(i) < π(i + 1) となる i) の個数を Asc(π) と書く。

例えば、π(1)π(2)π(3)π(4)π(5) = 24153で与えられる π ∈ S5

に対しては、Asc(π) = 2である。

文字列 x1:L ∈ AL
n の順列型とは、以下の条件を満たす一意

的な順列 π ∈ SL のことである: i = 1, 2, · · · , L− 1に対して、

xπ(i) ≤ xπ(i+1) かつ、xπ(i) = xπ(i+1) ならば π(i) < π(i + 1).

つまり、x1:L の順列型とは、x1, x2, · · · , xL を昇順に並べ替え

た時の添え字の列である。例えば、x1:5 = 23121 ∈ A5
3 の順

列型は、x3x5x1x4x2 = 11223より π(1)π(2)π(3)π(4)π(5) =

35142である。

長さLの文字列をその順列型に対応させることで写像 φn,L :

AL
n → SL が定義される。例えば、φ2,3 : A3

2 → S3 は、

A3
2

φ2,3 // S3

111 �
,,ZZZZZZZZZZZ

112
� // 123

121
� // 132

122
)

44iiiiiiiiiiii
213

211
� // 231

212
)

44iiiiiiiiiiii
312

221
$

22ddddddddddd 321

222
>

>>~~~~~~~~~~~~~~~~~~

となる。φn,L はそのファイバーにより AL
n の分割を引き起こ

す: 文字列 x1:Lと y1:Lが分割の同じ類に入る⇔ φn,L(x1:L) =

φn,L(y1:L). 分割の類のサイズは以下の二項係数で与えられる

[Haruna 12, Knop 73]:

|φ−1
n,L(π)| =

 

n + Asc(π)

L

!

. (4)

3.2 双対性
写像 µn,L : φn,L

`

AL
n

´

⊆ SL → AL
n を以下の手続きで

定義する: 与えられた順列 π ∈ φn,L

`

AL
n

´

⊆ SL に対し

て、列 π(1) · · ·π(L) を極大上昇部分列 (列 i1 · · · iL の部分列
ij · · · ij+kが極大上昇部分列であるとは、その部分列が上昇列、

つまり ij ≤ ij+1 ≤ · · · ≤ ij+k であり、かつ ij−1ij · · · ij+k と

ijij+1 · · · ij+k+1 のどちらも上昇列でないときをいう) へと分

解する。次に、π(1) · · ·π(i1), π(i1+1) · · ·π(i2), · · · , π(ih−1+

1) · · ·π(L) を極大上昇部分列への分解として、文字列 x1:L ∈
AL

n を

xπ(1) = · · · = xπ(i1) = 1, xπ(i1+1) = · · · = xπ(i2) = 2,

· · · , xπ(ih−1)+1 = · · · = xπ(L) = h.

で定義する。ただし、h = L − Asc(π) − 1 である。最後に、

µn,L(π) = x1:L と定義する。

例えば、y1:5 = 21313 ∈ A5
3 の順列型は

π(1)π(2)π(3)π(4)π(5) = 24135 であるが、その極大上

昇部分列への分解は 24, 135となり、x2x4x1x3x5 = 11222と

おいて µn,L(π) = x1x2x3x4x5 = 21212 となる。また、構成

から、φn,L ◦ µn,L(π) = π がすべての π ∈ φn,L

`

AL
n

´

に対し

て成り立つ。

文字列集合の部分集合

Bn,L := {x1:L ∈ AL
n : there exists π ∈ SL

such that φ−1
n,L(π) = {x1:L}}

と順列集合の部分集合

Cn,L := {π ∈ SL : |φ−1
n,L(π)| = 1}.

に対して、以下の定理が成り立つ [Haruna 11, Haruna 12]:

定理 1 (値と順序の双対性) φn,L を Bn,L 上に制限した写像

は Cn,L の中への写像となり、また µn,L を Cn,L 上へと制限

した写像は Bn,L の中への写像となる。これらは互いの逆写像

である。さらに、集合 Bn,L と Cn,L は以下のように特徴付け

られる:

Bn,L = {x1:L ∈ AL
n : for any 1 ≤ i ≤ n − 1

there exist 1 ≤ j < k ≤ L such that xj = i + 1, xk = i},
(5)

Cn,L = {π ∈ SL : Asc(π) = L − n}.

例えば、n = 2かつ L = 3のときの双対性

B2,3

φ2,3 //
C2,3

µ2,3
oo

は、

121 oo ///o/o/o/o/o/o/o 132

211 ll
,,,l,l,l,l,l,l,l 213

212 rr
222r2r2r2r2r2r2r
231

221 oo ///o/o/o/o/o/o/o 312

2



The 27th Annual Conference of the Japanese Society for Artificial Intelligence, 2013

である。

Xを An 上の SSPとし、pを対応する文字列の出現確率と

する。順列 π ∈ SL の出現確率は

p∗(π) =
X

x1:L∈φ−1
n,L

(π)

p(x1:L)

である。このとき、

αX,L :=
X

π 6∈Cn,L

p∗(π)

と

βx,X,L :=
X

xj 6=x,

1≤j≤bL/2c

p(x1:bL/2c)

に対して、(5) を用いることで以下の補題が示される

[Haruna 11]。ただし、L ≥ 1, x ∈ An かつ bac は a を超

えない最大の整数である。

補題 1 Xを An 上の SSPとし、εを正の実数とする。このと

き、任意の x ∈ An に対して βx,X,L < ε が成立するならば、

αX,L < 2nεである。

3.3 基本不等式

定理 1により以下の不等式を得る [Haruna 11]:

補題 2 X を An 上の SSP とし、p を対応する文字列の出現

確率とする。このとき、

0 ≤ H(X1:L) − H∗(X1:L) ≤ αX,Ln log2(L + n) (6)

が成り立つ。ただし、

H∗(X1:L) = −
X

π∈SL

p∗(π) log2 p∗(π)

である。

3.4 Permutation Entropy Rate
An 上の SSP Xの Permutation Entropy Rate (PER)は

h∗(X) = lim
L→∞

H∗(X1:L)/L (7)

で定義される。h∗(X) は、単位時間当たりの順序の平均的不

確かさである。Amigóら [Amigó 05, Amigó 12]は等式

h(X) = h∗(X) (8)

が任意の An 上の SSP Xに対して成り立つことを ERのエル

ゴード分解定理を用いて示した。一方、(6)を使えば (8)はた

だちに従う [Haruna 11]。

4. Modified Permutation Entropies

本節では、[Bian 12]によって導入された順列と等号による文

字列集合の分割に基づくModified Permutation Entropyに関

して我々が最近得た理論的結果について述べる [Haruna 13a]。

4.1 順列と等号による文字列集合の分割

写像

ηn,L : AL
n → TL := SL × {0, 1}L−1 (9)

を ηn,L(xL
1 ) = (π, e1, · · · , eL−1) で定義する。ただし、π は

x1:L の順列型であり、i = 1, 2, · · · , L − 1に対して

ei =

(

1 if xπ(i) = xπ(i+1),

0 otherwise

である。Proj : TL → SL を SL 上への射影とすれば、

φn,L = Proj ◦ ηn,L (10)

が成り立つ。つまり、ηn,L は φn,L に依るものよりもより細か

い AL
n の分割を定義する。例えば、n = 2かつ L = 3のとき

は η2,3 : A3
2 → T3 は

A3
2

η2,3 // η2,3(A
3
2) ⊆ T3

111
� // (123, 1, 1)

112
� // (123, 1, 0)

121 �
,,ZZZZZZZZZZZZZ (123, 0, 1)

122
$

22ddddddddddddd (132, 1, 0)

211
� // (231, 1, 0)

212
� // (213, 0, 1)

221
� // (312, 0, 1)

222 ���

�� 33hhhhhhhh

で与えられる。

任意の σ = (π, e1, · · · , eL−1) ∈ ηn,L(AL
n) に対して、

PL−1
i=1 ei = L − k であれば

|η−1
n,L(σ)| =

 

n

k

!

(11)

が成り立つ。実際、
PL−1

i=1 ei = L− kであるとする。xπ(i) の

値が同じかどうかで AL
n 内の文字列を分類するとすると、k個

の類ができなければならない。各類に割り当てられる値は An

からとられるので、ηn,L で σ へと対応付けられる文字列の個

数は An から k 個の元を取り出す組合せの数となる。

4.2 Modified Permutation Entropy Rate
Xを An 上の SSPとし、pを対応する文字列の出現確率と

する。Modified Permutation Entropy Rate (MPER)は

hm(X) = lim
L→∞

Hm(X1:L)/L (12)

で定義される。ただし、

Hm(X1:L) = −
X

σ∈TL

pm(σ) log2 pm(σ)

かつ、σ ∈ TL に対して

pm(σ) =
X

x1:L∈η−1
n,L

(σ)

p(x1:L)
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である。H∗(X1:L) = H(φn,L(X1:L)) かつ Hm(X1:L) =

H(ηn,L(X1:L))であるから、(10)により、

H∗(X1:L) ≤ Hm(X1:L) ≤ H(X1:L)

を得る。(8)により、

h∗(X) = hm(X) = h(X). (13)

となる。

4.3 基本不等式
補題 3 X を An 上の SSP とし、p を対応する文字列の出現

確率とする。このとき、

0 ≤ H(X1:L) − Hm(X1:L) ≤ αX,Ln log2 n (14)

である。

4.4 Modified Permutation Excess Entropy
Xを An 上の SSPとする。Modified Permutation Excess

Entropy (MPEE)は、

Em(X) = lim sup
L→∞

(Hm(X1:L) − hm(X)L)

= lim sup
K→∞

 

K
X

L=1

(Hm(XL|X1:L−1) − hm(X))

!

(15)

で定義される。ただし、Hm(XL|X1:L−1) = Hm(X1:L) −
Hm(X1:L−1)である。(14)により、以下の補題を得る。

補題 4 XをAn上のエルゴード的 SSPとし、pを対応する文

字列の出現確率とする。このとき、p(x) > 0であるような任

意の x ∈ An に対して、L → ∞のとき βx,X,L → 0である。

補題 1と補題 3、及び補題 4を組み合わせることでエルゴー

ド的 SSPに対する EEとMPEEの等式を得る:

定理 2 Xを An 上のエルゴード的 SSPとする。このとき、

E(X) = Em(X) = lim
L→∞

Im(X1:L; XL+1:2L) (16)

が成り立つ。ただし、Im(X1:L; XL+1:2L) = Hm(X1:L) +

Hm(XL+1:2L) − Hm(X1:L, XL+1:2L)である。
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