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This paper empirically analyzes satis�ability (SAT) of propositional formulas (PF) in the context of the Fourier
transform. The spectral representation of PFs is given as the linear combination of each base function and its
Fourier coe�cient. In this paper, we �rst show the equivalence between SAT and existence of non-zero coe�cients.
In terms of SAT, it is well-known that there is a phase transition as the ratio of the number of clauses to variables
in a formula. We next show an empirical result that there is no such a transition in terms of the number of non-
zero coe�cients, called t-value, in randomly generated problems. This report then investigates the distribution of
t-values over the SAT problems as well as the relation with the number of (minimal) models. Finally, we report a
feature that there is some biased appearance of t-values, and discuss about it using Hadamard matrixes.

1. はじめに

SAT 問題とは, 与えられた命題論理式の充足可能性 (Sat-

is�ability) を判定する問題である．最初期に NP 完全性が証
明された問題として知られているが，近年，SAT問題を解く
SATソルバの高速化が進み，数百万変数から成る実問題でも
求解可能であることが報告されている [1].

これに対して，ランダムに生成された (k-)SAT問題を用い
て，統計的に問題の振る舞いを解析する研究も行われている．
ランダム問題の充足可能性は変数の個数に対する節数の比 (制
約密度) に依存することが知られている [2]．一般に制約密度
の値が高くなるにしたがい，問題が充足可能となる確率は低く
なるが，特に制約密度が 4.3付近でその確率が急激に低下する
相転移現象 (phase transition)が確認されている．この現象は
熱力学などにおいても観測される現象であるが，SAT問題に
おいて相転移現象が生じる理由やメカニズムについてはまだよ
くわかっていない.

本研究では，このようなランダム問題における充足可能性
の特徴について，ブール関数のフーリエ変換をもとに考察を行
う．ブール関数のフーリエ表現は，各基底関数とそのフーリエ
係数の線形結合で与えられるスペクトル表現をさす．この表現
はブール関数の学習 [4]や関連変数の抽出 [5]などの問題に利
用されてきている．その一方で，ランダムに作られた SAT問
題の振る舞いをフーリエ表現を用いて調査する研究は著者らの
知る限りこれまでなされていない．
そこで本稿では，ブール関数のフーリエ表現と命題論理式

の充足可能性に関する関係を明らかにし，ランダム問題を用い
てフーリエ表現の見地から SAT 問題の振る舞いを解析する．
はじめに，フーリエ表現における非ゼロなフーリエ係数の存
在と命題論理式の充足可能性が等価であることを示す．これは
充足可能性と (非ゼロ)フーリエ係数との結びつきを意味する．
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そこで次に，フーリエ表現のもとで SAT問題の相転移現象を
考察するため，ランダム 3-SAT問題に対して，非ゼロフーリ
エ係数の個数 (以降，t値と呼ぶ) と制約密度の相関を調査し
た．その結果，充足可能な問題と不可能な問題を含むすべての
問題群では，制約密度の増加に伴い，t値の平均が減少する傾
向が確認された．その一方で，充足可能な問題群に関しては，
制約密度を変化させても t値の平均が一定値を取る傾向にあっ
た．すなわち，充足可能な問題群に関しては，t値は制約密度
に影響しなかった．この原因を明らかにするため，次に，t値
と SAT問題のモデル数との相関を調査した．モデルは一般に，
充足可能となる全変数に対する割り当てと定義されるが，本
稿では，いくつかの極小モデルの概念を導入し，それぞれの極
小モデルに対して，t値との相関を調査した．その結果，t値
の分布には，大きく 2つの範囲に偏る傾向があり，t値とモデ
ル数の間に中程度の正の相関関係があることがわかった．本稿
では最後に，このような t値の出現傾向が見られる原因につい
て，Hadamard行列を用いて考察を行う．
論文の構成は次の通りである. 2章で準備として SAT問題

とブール関数のフーリエ変換の各定義を示し, 3章でフーリエ
係数と充足可能性の関係を示す. 4章でフーリエ係数と極小モ
デルの関係を示し, 5 章で t値に関する議論を通して，t値の
出現に偏りが見られる原因について理論的な考察を試みる．最
後に 6章で本稿をまとめる.

2. 準備
2.1 SAT問題
命題論理の充足可能性判定 (propositional satis�ability

(testing); SAT) は与えられた命題論理式の充足可能性を判
定する問題である [7, 8]. SATの各インスタンスは SAT問題
(SAT problem instance) と呼ばれる.

ある SAT 問題に出現する命題変数を x1, x2, ..., xn で表し,

命題変数の集合を V とする．このとき, V の各命題変数は 1ま
たは 0の値を取り，それぞれ真 (true) または偽 (false) に対応
する．V に対する (真偽値) 割当ては関数 A : V → {1, 0}n と
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定義される. リテラル (literal)はある命題変数またはその否定
である．節 (clause) はリテラルの選言である. 節の連言は連
言標準形 (conjuctive normal form; CNF) と呼ばれる．SAT

問題は, 通常 CNF 式の論理式で与えられる. また，リテラル
の連言を項 (term)といい，項 πがブール関数 f の主項である
とは，任意の tの部分項 t′ ⊆ tに対して，t′ ⊨ f ならば t′ = t

が成り立つときまたそのときに限る．
項の選言は選言標準形 (disjunctive normal form; DNF) と

呼ばれる．命題論理式の DNF式は，一般にその式のモデルを
すべて列挙した表現形式として利用される．本稿では以下の 3

つの DNF式を用いる．

定義 1 (主項DNF式) DNF式 Ψ の任意の項 π と π 中の任
意のリテラル l に対して以下の式が成り立つとき, Ψ は主項
DNF式という.

Ψ ̸≡ (Ψ − {π}) ∪ {π − {l}}

定義 2 (必須項DNF式) DNF式 Ψ の任意の項 π に対して
以下の式が成り立つとき，Ψ は必須項DNF式という.

Ψ ̸≡ (Ψ − {π})

定義 3 (必須主項DNF式) DNF 式 Ψ が主項 DNF かつ必
須項 DNFであるとき，Ψ は必須主項DNF式という.

主項 DNF式，必須項 DNF式，必須主項 DNF式のいずれも
論理的に等価であり，式を構成する各項は，一つのモデルとみ
なせる．ただし，一般のモデルは全変数に対する割当てである
のに対して，上記の項はある部分変数に対する割当てとなる．
すなわち，上記 3 つの項はそれぞれ異なる極小モデルと考え
ることができる．

φをあるCNF式，V を φ中に出現する変数集合とし，Aを
V に対する割当てとする．割当て Aにより φが真となるとき,

Aは φを充足する (satisfy) といい, Aは φのモデル (model)

であるという. CNF式 φが充足可能 (satis�able) であるとは，
φのモデルが存在することを意味し，充足不能 (unsatis�able)

であるとは, φのモデルが存在しないことを意味する.

2.2 ブール関数のフーリエ変換
n変数のブール関数 f において, f の期待値を E[f ]で表す.

すなわち, E[f ] = 1
2n

∑
x⃗∈{0,1}n f(x⃗)である. 次に, χz⃗(x⃗) =

(−1)z⃗·x⃗ を基底ベクトル z⃗ ∈ {0, 1}n に対する基底関数と呼ぶ.

この関数は u⃗, v⃗ ∈ {0, 1}n で u⃗ ̸= v⃗ ならば E[χu⃗χv⃗] = 0を満
たす．またすべての z⃗ について E[χ2

z⃗] = 1が成り立つ．ある
基底ベクトル z⃗に対する f のフーリエ係数を，f̂(z⃗) = E[fχz⃗]

と定義する．このとき f(x⃗) は f(x⃗) =
∑

z⃗∈{0,1}n f̂(z⃗)χz⃗(x⃗)

と一意に表され，このスペルクトル表現への変換を f のフー
リエ変換と呼ぶ．

2.3 関連変数
これまで，ブール関数におけるフーリエ変換はブール関数

の学習などに利用されてきた [4, 6, 3]. ブール関数の学習では，
関数の出力値に影響を与える変数に注目することが，学習効率
の面から重要である．以下では関数の出力値に影響を与える変
数の定義を行う．
ある割当て A ∈ {0, 1}n において, 1 箇所だけ A と割当

ての異なる A′ を A の隣接インスタンスと呼ぶ. すなわち,

α⃗ ∈ {0, 1}k−1, β⃗ ∈ {0, 1}n−k において α⃗ ◦ 0 ◦ β⃗ は α⃗ ◦ 1 ◦ β⃗

の隣接インスタンスである. 特に k = iならば, その 2つを i

番目の変数 xi における隣接インスタンスと呼ぶ. この隣接イ
ンスタンスを用いて関連変数は以下のように定義される．

定義 4 (関連変数) {0, 1}nを入力とする関数 f について, i番
目の変数 xiにおける隣接インスタンスA,A′において f(A) ̸=
f(A′)となるA, A′が存在するとき, xiを f の関連変数という.

また関連変数とフーリエ係数の間には以下の補題 [5]が成り
立つ．

補題 1 f : {0, 1}n→ R において xi(1 ≦ i ≦ n) が関連変
数でないとき，かつそのときのみ，すべての α⃗ ∈ {0, 1}i−1，
β⃗ ∈ {0, 1}n−i について f̂(α⃗ ◦ 1 ◦ β⃗) = 0である.

3. フーリエ係数と充足可能性の関係

ブール関数 f のフーリエ係数と関連変数の間には以下の命
題が成り立つ.

命題 1 恒真でないブール関数 f が関連変数を持つならば，f

は充足可能である．

これらの補題と命題を用いると以下のフーリエ係数と充足
可能性に関する以下の関係が成り立つ．

定理 1 恒真でないブール関数 f において，非ゼロフーリエ係
数が存在するときまたそのときに限り，f は充足可能である.

証明 1 恒真でないブール関数 f において，f̂(z⃗) ̸= 0 となる
基底ベクトル z⃗ が存在するとき, 補題 1 の対偶より，ある xi

が関連変数であるから, 命題 1より，恒真でないブール関数 f

は充足可能と判定される. また, 恒真でないブール関数 f が充
足可能であれば，命題 1より，ある xi が関連変数であるから,

補題 1の対偶より，非ゼロなフーリエ係数 f̂(α⃗ ◦ 1 ◦ β⃗) ̸= 0が
存在する． □

この定理は，充足可能性と非ゼロフーリエ係数との強い結
びつきを意味する．そこで次に，フーリエ表現をもとに SAT

問題の相転移現象を解析することを目的として, t値と呼ばれ
る非ゼロなフーリエ係数の個数と制約密度の関係性を検討す
る．まずはじめに, 10変数のランダム 3-SAT問題の各制約密
度 (1.0～10.0; 0.5刻み)に対する充足可能な問題の割合の推移
を図 1に示す.
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図 1: 各制約密度に対する充足可能な問題の割合の推移

図 1の縦軸は 100問のうち充足可能となる問題の割合を示
し, 横軸は制約密度を示す. 図 1の結果から制約密度の増加に
ともない，充足可能な問題の割合が減少する相転移現象とみな
せる推移が確認された.
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図 2: 各制約密度に対する t値の平均値の推移

次に, このような推移を示す問題群の各制約密度に対する t

値の平均値の推移を図 2の破線で示す．
図 2 の縦軸は t 値の平均値を示し, 横軸は制約密度を示す.

この結果から制約密度の増加にともない, t値の平均値が減少
する傾向が確認された. 特に, 制約密度 2.0以降で t値の平均
値は減少し, 制約密度が 4.5で t値の平均値は t値の上限の約
半分の値になることが確認された. また, 制約密度 6.0以降は
t値の平均値は低い値をとることが確認された. 以上の結果は，
制約密度の増加にともない, t値が 0を示す充足不能と判定さ
れる問題の割合が増加したことが原因であると推測される. そ
こで，次に充足可能と判定される問題のみに対して，t値の平
均値と制約密度の推移を求めた．実験結果を図 2 の実線によ
り示す．結果より，t値の平均値と制約密度の間に関係性は確
認されなかった．

4. フーリエ係数と極小モデルの関係

4.1 極小モデルの定義
そこで本章では, 充足可能と判定される問題群に対して, t値

の平均値と制約密度の相関が確認されなかった原因を明らかに
することを目的として，制約密度と相関を持つモデル数に着
目し，t値とモデル数の関係性を調査する．全変数に対する割
当てと定義される一般のモデルだけでなく，本研究では，極小
モデルとして，2章で定義した主項 DNF式，必須項 DNF式，
必須主項 DNF式の 3種類を用いる．なおそれぞれの DNF式
は，与えられた CNF式から，文献 [9]の双対化計算法を用い
て導出した．

4.2 実験
本節では項の数とフーリエ係数の関係性を検証する. まず初

めに, 3章で用いた充足可能となる問題群に対して t値とモデ
ルの分布を調べて，以下に定義する相関係数 r を用いて相関
を求めた. 実験の結果を図 3に示す.

定義 5 (相関係数) 変数 x, y のデータが n組あるとき，相関
係数 r は以下の式で与えられる．

r =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
√∑n

i=1(yi − ȳ)2

図 3の縦軸は t値を示し, 横軸はモデルを示す. 図 3の結果
から, プロットした点は 2つの範囲に偏る傾向が確認された. 1

つは t値が上限の t = 1024の範囲であり, もう 1つは t値が
t = 910 以下の範囲である. また, 相関係数の値は r = 0.450
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図 3: t値とモデルの分布

であった．この結果より，t値とモデルの間には中程度の正の
相関関係があり，モデルが多いほど t値が高くなる傾向が確認
された.

次に, 主項の数と t値の分布を調べて相関を示す．実験の結
果を図 4に示す. 図 4の縦軸は t値を示し, 横軸は主項の項数
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図 4: t値と主項の項数の分布

を示す. 図 4の結果に関しても, プロットした点は 2つの範囲
に偏る傾向が確認された. また, 相関係数の値は r = 0.563で
あった．この結果により t値と主項の項数との間にも中程度の
正の相関関係があり, 項数が多いほど t値が高くなる傾向が確
認された.

次に, 必須項の数と t値の分布を調べて相関を示す. 実験結
果を図 5に示す. 図 5の縦軸は t値を示し, 横軸は必須項の項
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図 5: t値と必須項の項数の分布

数を示す. 図 5の結果に関しても, プロットした点は 2つの範
囲に偏る傾向が確認された. また, 相関係数の値は r = 0.572

であった．また，この結果より t値と必須項の項数との間には
中程度の正の相関関係があり, 項数が多いほど t値が高くなる
傾向が確認された.
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次に，必須主項の数と t値の分布を調べて相関を示す．実験
結果を図 6に示す. 図 6の縦軸は t値を示し, 横軸は主項の項
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図 6: t値と必須主項の項数の分布

数を示す. 図 6の結果に関しても, プロットした点は 2つの範
囲に偏る傾向が確認された. また, 相関係数の値は r = 0.658

であった．また，この結果より t値と必須主項の項数との間に
も中程度の正の相関関係があり, 項数が多いほど t値が高くな
る傾向が確認された.

5. t値に関する議論

これまでの実験を通して，ランダム問題に対して，t値の出
現分布にはある偏りが見られることがわかった．すなわち t値
は，(10変数に対して) 取りうる最大値 1024 からせいぜい 200

までの値を層を成して分布しており，比較的低い値を取ること
はなかった．
フーリエ変換を用いた関連変数の発見法において，t値はそ

の計算量を決定付ける重要なパラメータの一つであることが知
られている [5]．その点で，実験結果が示す t値の特徴が理論
的にも成立するか検討することは意義深いものと考える．非ゼ
ロフーリエ係数の値については，文献 [4]において，f の次数
との興味深い性質が明らかになっている．すなわち f は，極
端に大きな次数と極端に大きなフーリエ係数を同時に取りえな
いという性質である．これに対して，非ゼロフーリエ係数の個
数である t値は，次数といったブール関数の構成的特性ではな
く，フーリエ係数を記述する際に利用される Hadamard 行
列 [3]の特性と密接に関わっている．
以下のような，Sylvester型の Hadamard行列を考える．

H1 =
[

1
]
.

H2 =

[
1 1

1 −1

]
.

H2n+1 =

[
H2n H2n

H2n −H2n

]
.

各基底ベクトル z⃗i (1 ≤ i ≤ 2n) のフーリエ係数 f̂zi から成る
ベクトルを A(f)とし，x⃗i (1 ≤ i ≤ 2n) の f の出力値 f(x⃗i)

から成るベクトルを f⃗ とする．このとき，A(f) = 1
2n

H2n f⃗ が
成り立つことが知られている [3]．

f⃗ は 0-1ベクトルであり，f のモデル数は f⃗ 中の 1の要素の
個数に一致する．Hadamard 行列の要素はすべて非ゼロ値を
取るため，モデル数が 1である任意の f の t値は，必ず 2n と
なることがわかる．同様にモデル数が 2である任意の f の t値
は，各 Hadamard列が満たす直交性の性質から 2n−1 となる

ことがわかる．本稿で行った実験結果では，t値はモデル数に
依存せず，比較的小さな値を取っていたが，Haramard行列の
観点からもこのような理論的考察を進めることが可能である．

6. まとめ

本論文では, フーリエ表現におけるフーリエ係数とブール関
数の充足可能性の関係性について考察を行った. その結果, ラ
ンダム 3-SAT 問題に対しては制約密度の増加に伴い, t 値が
減少する傾向が確認されたが, 充足可能な 3-SAT問題に対し
ては t 値と制約密度の間に相関性は確認されなかった. また,

フーリエ係数と極小モデルの相関性を実験により確かめたと
ころ, t値とモデル及び項数ともに中程度の正の相関関係があ
り, モデルや項数が多いほど, t 値が高くなる傾向が確認され
た. また, t値とモデル, t値と項数ともに値の分布が２つの層
に分かれる性質が見られた.

この t 値の出現傾向に関する理論的な考察は本論文では明
らかにできなかったが,アダマール行列の性質と何らかの関係
があると予測される．今後は t値と Hadamard行列の関係性
に着目し，t値の理論的な特性をさらに解析する予定である.
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