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In this paper, we propose a minimum-cut approach to Structured Sparse Principal Component Analysis (SSPCA),
which can be calculated much faster than the existing one. PCA is a method widely used in data analysis to explore
low-dimensional feature spaces for a given data. In recent years, structured sparsity, such as hierarchical structures
and group structures among variables in original data, has been widely studied to employ prior information. In
this paper, we develop an efficient SSPCA formulation based on minimum-cut using submodularity in structured
norms.

1. はじめに

ビッグデータに対する解析は，情報化社会となっている昨今，

非常に重要視されている課題の一つである．情報化社会となり，

世の中には大量のデータが存在し，そのデータを解析する事で

例えばマーケティング等に役立てている．しかし，データが大

きくなるにつれて，計算量が大きくなるという問題や，解析計算

自体が複雑になってしまうという問題により，データの解析は

難しくなる．そのため，ビッグデータに対していかにして効率

的，効果的な解析を行えるかという事が盛んに研究されている．

近年，データに含まれている構造情報，グループ情報を利用し

た構造正則化 [2]という研究が行われている．これは，データに

含まれている変数がグループ構造や階層構造を持っている場合

に，その構造情報を利用して解析を行うというものである．例

えば機械学習における画像解析において，顔認識は古くから研

究されてきたテーマの一つである．顔認識では，色彩値をベー

スにした解析や明度をベースにした解析などを用いて顔を表す

ピクセルを選択する．この顔認識において，顔の一部を表す一

つのピクセルを選択した場合，そのピクセルと隣り合うピクセ

ルもまた顔の一部である可能性が高い．このように，機械学習

において解析対象となるデータには，隣り合った変数同士での

関連性や，グループ性が存在する事が多々ある．構造正則化に

おいては，このような変数同士の関連性，つまり構造の情報を

用いる事で，従来より効率的，効果的に解析を行う事が出来る．

データ解析に一般的に用いられている手法として主成分分

析 (Principal Component Analysis)がある [8]．この主成分分

析に上記の構造正則化を組み合わせる事で構造情報を利用して

主成分分析を行う構造正則化主成分分析 (Structured Sparsity

Principal Component Analysis) が提案されている [7]．本稿

ではこの構造正則化主成分分析に対し，グラフ理論における最

小カットを用いた計算を適用する事で，より大きなデータに対

応出来る事を述べる．最小カットとは，グラフ理論の流量問題

においてそのグラフの最小可流容量を求める問題であるが，機

械学習の正則化計算においてこの最小カットを用いる事が出来

る事が知られている．最小カットを用いる事により，従来の勾
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配法を元にした正則化計算よりも高速に計算が可能となる．そ

のため，例えば画像解析では，従来の数十倍，数百倍のサイズ

の画像に対して同程度の計算時間で計算を行う事が出来ると期

待される．

本稿の構成は以下である．2. で構造正則化主成分分析の基本

的な定式化について述べる．3.では，2.で定式化した構造正則

化主成分分析を最小カットを用いた計算が適用出来る形に再度

定式化を行い，4. で最小カットを用いて最適化計算を行う方法

を述べる．5.で本稿のまとめとする．

2. 構造正則化主成分分析

本章では，主成分分析に変数間の構造情報を取り込んだ構造

正則化主成分分析 [7]の基本的な定式化を行う．

2.1 主成分分析

主成分分析 (Principal Component Analysis,以下 PCA)は

データ解析において広く用いられているツールである．本節で

は最小二乗誤差推定に基づく主成分分析の定式化を行う．

入力データとして X ∈ Rn×p が与えられた時，PCAでは X

を主成分行列 U ∈ Rn×r と係数行列 Vp×r に分解する．r < p

である事から，元のデータ行列Xに対し，より低次元の主成分

行列 U が得られる事がわかる．PCA では，この行列 U,V を

求める際に，元のデータ行列Xの持つ情報量の損失を最小にす

るように求める．最小二乗誤差を用いた PCAの定式化は式 (1)

で表される．

min
U,V

1

2np
∥X−UV⊤∥2F (1)

元のデータXと，分解後のデータUV⊤ の損失情報量を最小化

する事で主成分を導出する．

2.2 構造正則化主成分分析

前節で最小二乗誤差推定を用いて定式化した PCA は回帰型

の最適化問題に類する事が知られており，lasso[12] や elastic

net[14]等のノルム制約付き回帰問題と同様にスパースノルムを

用いたスパース正則化を行う事が出来る [15]．更に，Jenatton

らは変数間にグループ構造や階層構造等の何らかの構造がある

場合，構造正則化を用いる事で，構造情報を元にスパース正則

化を行う構造正則化主成分分析 (Structured Sparse Principal
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Component Analysis,以下 SSPCA)を提唱した [7]．本節では

SSPCAの定式化について述べる．

SSPCA は Dictionary Learning を基礎として定式化され

る．行列 X ∈ Rn×p が与えられた時，Dictionary Learning

では行列分解によって辞書行列 V ∈ Rp×r と，分解係数行列

U ∈ Rn×r を算出する．行列積UV⊤ がXの分解と呼ばれる．

行列の分解学習を行う際，事前情報を利用するために U,V の

(擬似) ノルム Ωu,Ωv を用いる事が出来る [3, 13]．SSPCA の

一般式は以下の形となる．

min
U,V

1

2np
∥X−UV⊤∥2F + λ

r∑
k=1

Ωv(V
k)

s.t. ∀k, Ωu(U
k) ≤ 1

(2)

∥•∥F はフロベニウスノルムと呼ばれ，行列Y ∈ Rn×p に対し，

∥Y∥2F =
∑n

i=1

∑p
j=1 Y

2
ij で定義される．また，Uk, V k は行列

U,V の第 k 列を取り出した n 次元ベクトルである．正則化パ

ラメータ λ ≥ 0は正則化の度合いを調節する．

2.3 劣モジュラ関数と Lovász拡張
3. 及び 4. において前節で定式化した SSPCA の最適化法を

述べるが，そこで関数の劣モジュラ性という性質を用いる．劣

モジュラ性とは，任意の有限集合 V = {1, . . . , d} と部分集合
S ⊆ V, T ⊆ V, S ⊂ T に対し，集合関数 F : 2V → Rが式 (3)

の様な性質を持つ事を指し，劣モジュラ性を持つ集合関数を劣

モジュラ関数という．

F (S) + F (T ) ≥ F (S ∩ T ) + F (S ∪ T ) (3)

劣モジュラ性は連続領域における凸性に対応する離散領域で

の概念であり [4]，劣モジュラ性を利用した最適化は連続領域

における最大化や最小化と同様に考える事が出来る．しかし，

SSPCA(式 (2))の正則化ノルム Ωv は連続関数であり，集合関

数の性質である劣モジュラ性は持たない．そこで，Lovász 拡

張 [9, 10] を導入する．Lovász 拡張は集合関数の連続緩和の一

種であり，集合関数である劣モジュラ関数と連続領域の性質で

ある凸性を関係付ける概念である．上記の集合 V, S, T に対し，

f の Lovász拡張 f̂ : Rd → Rは式 (4)で定義される．

f̂(x) =

m−1∑
j=1

(x̂j − x̂j+1)f(Uk) + x̂mf(Um) (4)

x̂1 ≥ · · · ≥ x̂m は学習に用いる観測データベクトル x中の異な

る値を降順に並べたものであり，Uj = {i ∈ V : xi ≥ x̂j}と定
義される．

2.4 構造正則化ノルム

式 (2)で用いた構造正則化ノルム Ωv は前節で述べた Lovász

拡張の一種であり，劣モジュラ性を持つ集合関数を連続緩和し

たものと見なす事が出来る．例えば，以下に述べるラプラシア

ン正則化等は Lovász拡張に属している事が知られている．

2.4.1 ラプラシアン正則化

グラフ構造 G = (V, E) と，各エッジの重み wij(i, j ∈ V) が
与えられたとする．ただし，V, E はそれぞれグラフ中のノード
とエッジを表す．また，学習対象となる各変数が各ノードに属

する．グラフ G 上のカット関数 Fcut を正則化ノルム Ωとする

事で，グラフ上で連結している変数同士がグループとして同時

に選択されやすくなる．このように定めた正則化ノルムをラプ

ラシアン正則化 [1]と呼ぶ．

ΩL =
∑

{wij : i ∈ U, j ∈ V\U}

= eULeU

(5)

ただし，Lはグラフ・ラプラシアンであり，L = D −W と定

義される．Dは対角行列で，グラフ中の各ノードのランクを表

す．W はグラフの隣接行列で各エッジの重みを格納，つまり

Wij = wij とする事でグラフ構造を行列化したものである．

2.4.2 l1/l∞−正則化
変数間のグループ構造を元に構造正則化を議論してきたが，

場合によってはグループの重なりが生じるケースも多々存在す

る．例えばグループとして G1, G2 の 2つがあり，ある要素 xj

がそのどちらにも属しているというケースではグループの重な

りが生じている．このような場合には，重なりを許した集合の

組 G を考え，構造正則化ノルムを式 (6)のように定義する．

Ωl1/l∞ =
∑

g(∈G)∩S̸=∅

d(g) (6)

d : 2V → R+ は任意の非負の集合関数である．このように定義

した構造正則化ノルムは，いわゆる l1/l∞ 正則化ノルムと等し

くなる．

3. 定式化

2. では SSPCA の基本的な定式化を述べた．本章では 4. で

述べる最小カットによる最適化の準備として，SSPCA が線形

の最小化問題である事を述べる．

3.1 PCAの行列微分による変形
PCAの一般式を簡単化すると以下のように表す事が出来る．

min
U,V

∥X−UV⊤∥2F (7)

解を一意に定めるため，直行条件 U⊤U = Iを制約として追加

する．

min
U,V

∥X−UV⊤∥2F

s.t. U⊤U = I
(8)

V に関して偏微分し，その導関数を 0 とする事で式 (10) を

得る．

∂

∂V
∥X−UV⊤∥2F = 0 (9)

V⊤ = U⊤X (10)

目的関数 (7)に代入して整理すると

min
U

∥X−UU⊤X∥2F

s.t. U⊤U = I
(11)

となる．

3.2 線形式への変形

本節では式 (11) が線形式で表せる事を示す．f(U) = ∥X −
UU⊤X∥2F とおく．2.2 で述べたように，フロベニウスノルム

∥ • ∥F は行列Y ∈ Rn×p に対して ∥Y∥2F =
∑n

i=1

∑p
j=1 Y

2
ij と

2
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定義される．フロベニウスノルムの定義，行列のトレースの性

質，及び式 (8) で追加した制約 U⊤U = I を用いて，f(U) は

以下のように変形出来る．

f(U) = ∥X−UU⊤X∥2F

= tr[(X−UU⊤X)⊤(X−UU⊤X)]

= tr[X⊤X]− tr[X⊤UU⊤X]

= ∥X∥2F − ∥U⊤X∥2F

=

n∑
i=1

p∑
j=1

X2
ij −

r∑
k=1

p∑
l=1

(U⊤X)2kl

=

n∑
i=1

p∑
j=1

X2
ij −

r∑
k=1

p∑
l=1

(

n∑
m=1

UmkXml)
2

=

n∑
i=1

p∑
j=1

X2
ij −

r∑
k=1

p∑
l=1

n∑
m=1

(UmkXml)

n∑
h=1

(UhkXhl)

ここで，X は観測データの行列であるため，第一項の∑n
i=1

∑p
j=1 X

2
ij は定数となる．これを C で表すと，f(U) は

以下のように表す事が出来る．

f(U) = −
p∑

l=1

r∑
k=1

n∑
m=1

(UmkXml)

n∑
h=1

(UhkXhl) + C (12)

今回考えている SSPCAでは，構造正則化によるスパース性を，

次元 p方向に適用している．つまり，全体集合 V = {1, . . . , p}
から構造正則化による特徴選択 (変数選択)によって部分集合 S
を選択すると，その選択結果は pに関する部分にのみ作用する．

つまり，f(U) から部分集合 S に関する部分のみを選択した関
数 fS(U)は以下のように表される．

fS(U) = −
∑
l∈S

{ r∑
k=1

n∑
m=1

(UmkXml)

n∑
h=1

(UhkXhl)
}
+ C(13)

よって，

f(U) = −
p∑

l=1

r∑
k=1

n∑
m=1

(UmkXml)

n∑
h=1

(UhkXhl) + C

= −ceS + C

(14)

と線形に表す事が出来る．ただし，c は係数を表す実数ベクト

ルである．また，eS は例えば [1, 0, . . . , 1, 1, 0, 0, 1]⊤ のように，

S の選択結果に依存する |S| 次元 0 − 1 ベクトルである．よっ

て，SSPCAは，以下のような線形式 +正則化項 (+定数項)と

いう形で表す事が出来る．

min
S⊆V

−ceS + λΩ(S) + C (15)

4. 最適化計算

本稿における SSPCA の最適化計算には最小カットを用い

るが，その計算方法として parametric max-flow[6] を用いる．

本章では，劣モジュラ関数の性質及び Lovász 拡張を用いて，

SSPCAに parametric max-flowを適用する事を考える．

4.1 劣モジュラ最小化問題への変形

簡単のために，以下のようなベクトルでの正則化項つき最適

化問題を考える．

min
w∈Rp

1

2
∥w − z∥22 + λΩ(w) (16)

これは係数ベクトルw に関する最小化問題であり，観測ベクト

ル z との差を最小化する．λは正則化パラメータで，Ωは劣モ

ジュラ性を持つ構造正則化ノルムである．凸双対性により及び

Lovász 拡張に基づいて式 (16) は以下のように式変形する事が

出来る [2]．

min
w∈Rp

1

2
∥w − z∥22 + λΩ(w)

= min
w∈Rp

max
Ω∗(s)≤1

1

2
∥w − z∥22 + λs⊤w

= max
Ω∗(s)≤1

min
w∈Rp

1

2
∥w − z∥22 + λs⊤w

= max
Ω∗(s)≤1

1

2
∥z∥22 −

1

2
∥λs− z∥22

(17)

劣モジュラ関数の性質を利用し，式 (17)は以下のように書き換

えられる．

min
∀A⊂V,

s(A)⊂F (A)

∥∥∥s− 1

λ
z
∥∥∥2

2

= min
∀A⊂V,

t(A)⊂F (A)−λ−1z(A)

∥t∥22
(18)

ここで，t = s− 1/λ z，w = z − λs = −λtである．このよ

うに，式 (16)のようなw に関する正則化項つき最適化問題は，

式 (18) のような t に関する最小化問題に帰着する事ができる．

同様の計算により，式 (15)は劣モジュラ最小化問題に帰着する

事が出来る．

4.2 分割可能な劣モジュラ関数

劣モジュラ関数の最小化アルゴリズムは多数提唱されており，

多項式時間で解く事が可能である．更に，劣モジュラ関数が分

解可能な劣モジュラ関数 [11]である場合，最大流 (最小カット)

アルゴリズムを用いて多項式時間アルゴリズムよりも効率的に

計算が可能となる．ここで，分解可能な劣モジュラ関数とは，元

の問題を複数の小問題に分割して解く事が出来る劣モジュラ関

数を指す．式 (15)において，第一項が線形項で第二項 (正則化

項)が劣モジュラ項でありである事から全体として劣モジュラ関

数になっており，劣モジュラ最小化の多項式時間アルゴリズム

が適用可能である．しかし，構造正則化においては構造正則化

ノルムは分割可能な劣モジュラ関数の Lovász 拡張となる事が

知られており，SSPCAは分解可能な劣モジュラ関数の Lovász

拡張であって最大流アルゴリズムによって多項式時間アルゴリ

ズムよりも高速に計算が可能となる．

4.3 parametric max-flow
図 1のようなソースノード s，シンクノード tからなる s− t

グラフを考える．図 1 中のシンクノード t に繋がるノードの重

みを t1, . . . , td とし，この s− tグラフ中の最大流を parametric

max-flow を用いて求める．最小カット最大流定理 [5] により，

最大流を求める事と最小カットを求める事は等価となる．最大

流によって選択されたノード t1, . . . , td の値が，式 (18)におけ

る最適解となる．

3
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source

v1

v2

v3

v4

vd

t1t2
t3
t4

td
sink

…

…
…

図 1 s-tグラフ

このように parametric max-flow を用いる事で，λ の変化

に対して，最適解がどのように変化するかを追跡し，いわゆる

正則化パスのように求める事が出来る．従来の勾配ベースの

最適化手法においては，最適化パラメータ λ の決定が非常に

重要であり，交差検定等を用いて λ を決定する必要があった．

parametric max-flow を用いた最適化においては，上述の用に

λ の変化に対する解の軌跡が得られるため，交差検定が省略で

き，全体としての高速化が実現できる．

5. まとめ

近年盛んに研究されている変数間の構造情報を利用した最適

化問題，いわゆる構造正則化に対して，parametric max-flow

による最小カットを用いて最適化を行う手法について述べた．

本稿では主成分分析に構造正則化を適用する手法を元にし，構

造正則化ノルムが分解可能な劣モジュラ関数の Lovász 拡張で

あるという性質を持つ事を利用して線形問題に定式化する事で

最小カットを用いて解ける事を述べた．これにより，従来より

も大規模なデータに対する解析を行う事ができると期待される．

また，従来の正則化問題においては正則化パラメータ λの決定

という重要な問題があったが，parametric max-flowを用いる

事でその計算を簡略化する事ができるという点について述べた．
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