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First-order Conditional Logic and Neighborhood-sheaf Semantics

for Analyzing Conditional Sentences

山本 華子
Hanako Yamamoto

戸次 大介
Daisuke Bekki

お茶の水女子大学大学院 人間文化創成科学研究科
Graduate School of Humanities and Sciences, Ochanomizu University

Neighborhood-sheaf semantics(NSS) is semantics of first-order modal logic defined by sheaves [Kishida 2011]. It
generalizes Kripke-sheaf and topological-sheaf semantics. It has flexibility and possibility of various applications.
We present an analysis of conditional sentences by means of conditional logic. Conditoinal logic is one of modal
logics and can represent implicit premise. Each system of conditional logic has Kripke semantics respectively. We
try to extend Kripke semantics of conditional logic using NSS. New semantics is expected to grasp concepts of
conditional logic–for example, transworld identity–more naturally.

1. はじめに

本研究では、近傍層意味論 (Neighborhood-sheaf seman-

tics[Kishida 2011]、以下 NSS) を用いて一階述語条件論理の
意味論を与え、体系 V C+ [Priest 2008]の意味論を定義した。
近傍意味論は、ある世界に “近い”世界の集合が複数個存在

することを許すという点において、クリプキ意味論に比べ一般
性が高い意味論である。一方、条件論理のクリプキ意味論は、
ある世界からの到達可能性が、添字となる論理式ごとに異なる
特殊なクリプキフレームを用いている。近傍意味論の上記の特
徴から、この特殊なクリプキフレームを表すことができると考
えた。

2. 一階述語条件論理

条件論理は様相論理の一種であり、古典論理では表せない暗
黙の前提を扱うことのできる論理である。暗黙の前提が扱える
ことが条件文の分析に必要であることは、次の例からわかる。
古典論理では、前件強化と呼ばれる以下の推論が成り立つ。

A→ B ⊢ A ∧ C → B

しかし、これを自然言語で考えると次の例のように不自然な推
論が導かれる。[Priest 2008]

(1) If it does not rain tomorrow we will go to the cricket.

Hence, if it does not rain tomorrow and I am killed in

a car accident tonight we will go to the cricket.

条件文は、前提部分の条件に暗黙に含まれる事項が省略されて
いる。このため古典論理では、自然言語で考えれば成り立たな
いはずの不適切な推論が導かれる。これを防ぐために、前提部
分の暗黙の了解を含む節 (ceteris paribus clause)を考慮した
条件論理が考えられた。
条件論理の体系については、まず C が提案され、様々な拡張
の体系が考案されている。[Chellas 1980]
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2.1 様相論理と可能世界意味論
本節では、条件論理を含んでいる大枠である様相論理とその

可能世界意味論について、一階命題様相論理を例に紹介する。
様相論理は必然性や蓋然性を扱う論理であり、次のような様

相記号が導入される。

• �φ : necessarily φ

• ♢φ : possibly φ (♢φ ≡ ¬�¬φと表せる)

様相論理の意味論として用いられるのが可能世界意味論
[Kishida 2011]である。一階命題論理の部分に対する意味論は
どの可能世界意味論でも共通である。様相記号の解釈のみが意
味論ごとに異なる。

定義 2.1 (一階命題論理の可能世界意味論)� �
一階命題論理の可能世界意味論は、次のように定義される。

• (X, [[·]]) : モデル
X は可能世界の集合、[[·]]は解釈である。
任意の論理式 φに対し、[[φ]] ⊆ X

つまり、ある論理式に対する真偽値とは、その論理
式が真となるような世界からなる、X の部分集合で
ある。解釈が自明の場合、単に X と表す。

• n項演算子 ⊗の解釈は次のようなる。
[[⊗(φ1, ...φn)]] = [[⊗]]([[φ1]], ...[[φn]])

• 真理関数の解釈は次のように集合の演算となる。
[[∧]] = ∩、[[∨]] = ∪、[[¬]] = X\−

妥当性に関しては次のように定義される。

• 論理式 φ が妥当 ⇔ [[φ]] = X

• 推論 φ |= ψ が妥当⇔ [[φ]] ⊆ [[ψ]]� �
様相記号の解釈 [[�]]は、各意味論で次のように定義される。

• クリプキ意味論では、到達可能関係 RX ⊆ X ×X を用
いて次のように [[�]] : PX → PX が定義される:

w ∈ [[�]](A)

1



The 27th Annual Conference of the Japanese Society for Artificial Intelligence, 2013

⇔ RXwuを満たす全ての u ∈ X について u ∈ A

(X,RX) をクリプキフレームという。

• 近傍意味論では、[[�]] = int であるが、これは近傍関数
NX : X → PPX を用いて次のように定義される。

w ∈ int(A) ⇔A ∈ NX(w)

(X,NX)を近傍フレームという。

様相論理の体系には、以下のような 5つの規則の有無による強
弱関係が存在する。近傍フレームは近傍関数の性質によって、
5つの規則の有無を自由に定められる。このため、複数の体系
に対応する意味論を構成することができる。

φ ⊢ ψ
�φ ⊢ �ψ M

⊢ φ
⊢ �φ N

�φ ∧�ψ ⊢ �(φ ∧ ψ) C

�φ ⊢ φ T

�φ ⊢ ��φ 4

2.2 一階述語条件論理の諸体系
[Priest 2008]∗1では、条件論理の体系が、C の一階述語の体

系 CC から V C+ まで拡張されている。
条件論理では、2項真理関数としての条件記号 >が導入され
る。>が導入された言語 C の式を F とすると、意味論はクリ
プキフレーム (X, {RX,A : A ∈ F})によって定まる。通常の
クリプキフレームと異なり、到達可能関係が論理式ごとに定義
される。Nw

X,A = {x ∈ X : RX,Awx} とすると、A > B の真
理条件は次のように定義される。

w ∈ [[A > B]] ⇔ Nw
X,A ⊆ [[B]]

C+ では、次のような条件が追加される。
1. Nw

X,A ⊆ [[A]]

2. w ∈ [[A]] ならば w ∈ Nw
X,A

CC、CC+ は可能世界に対し領域を固定した一階述語条件
論理である。V C、V C+ は、CC、CC+ を、領域を可能世界
に対し可変にすることによって拡張した体系である。領域が可
変であることにより、世界ごとに実在するオブジェクトが異な
ることを考慮することができる。可変領域のために存在述語 E
が導入される。「aが存在する」を Eaと表し、量化記号の解釈
は [[E]]の範囲内で行う。古典論理と異なり、実在しないものに
対する量化記号の規則が定式化されていることが利点である。

3. 近傍層意味論 (Neighborhood-sheaf se-
mantics : NSS)

本節では、近傍層意味論の定義を紹介し、一般性の高い意味
論であることを示す。[Kishida 2011]

∗1 本節では、後に [Kishida 2011] を用いて表す都合上、定義の表
記は引用元でなく NSS に合わせている。

3.1 クリプキ意味論と近傍意味論
一階述語様相論理において近傍層意味論はクリプキ層意味

論を一般化するが、この一般化関係は一階命題論理における
クリプキ意味論と近傍意味論の一般化関係が基となっている。
[Kishida 2011]

近傍関数を用いて、クリプキの到達可能関係を次のように
定義することができる [Arló and Pacuit 2006]。まず、近傍フ
レームにクリプキという性質を加える:

近傍フレームがクリプキ ⇔
写像 R⃗ : X → PX で、 (A ∈ N (w) ⇔ R⃗(w) ⊆ A)を満たす
ものが存在する
このとき、クリプキ意味論が次のように構成される。

w ∈ int(A) ⇔R⃗(w) ⊆ A ⇔ すべての RXwu となる u ∈ X

に対し、u ∈ A

よって近傍意味論はクリプキ意味論の一般化となる。

3.2 バンドル解釈
前節で紹介したクリプキ意味論、近傍意味論は、一階命題様

相論理に対する意味論である。これらに対応する一階述語様相
論理の意味論を考えると、それぞれクリプキ層意味論、近傍層
意味論となる。この 2つの意味論を定義するためには一階命題
論理のときと同様、まず一階述語論理の部分に対する共通の可
能世界意味論を与え（バンドル解釈）、様相記号の解釈は意味
論ごとに与える。本節では、バンドル解釈の定義を紹介する。
バンドル解釈とは、通常の一階述語論理の解釈における領域
を、可能世界の集合上の層として捉えたものである。バンドル
解釈は、スライス圏 Sets/X を用いて定義される。X は通常
の可能世界意味論と同様、可能世界の集合である。領域Dは、
全射 π : D → X ∈ ob(Sets/X)の、各 w ∈ X における引き
戻しDw = π−1[{w}] (w上のファイバー)を用いて表される。
(D = Σw∈XDw)

バンドル解釈は、ベースとなる世界を一つに固定すると通常の
一階述語論理となる。直積、演算子なども同様に、次のように
定義される。

• Dの n個の直積は、Dn = Σw∈XD
n
w(Dの、X 上の n個

の fibered product)

• 演算子 f ∈ mor(Sets/X) (πD : D → X から πE : E →
X への射)は、
f = Σw∈Xfw (ただし fw : Dw → Ew)

• モデルMは、M = Σw∈XMw

• 解釈 [[·]]は、[[·]] = Σw∈X [[·]]w

以上から、バンドル解釈はモデル (M, [[·]])によって定まる。

M


全射 π : D → X

FM ⊆ Dn (F は n項述語)

Sets/X の射 fM : Dn → D(f は n項の関数)

Sets/X の射 cM : D0(= X) → D (cは定数)

解釈∗2 [[·]]



n項述語 F : [[x̄|F x̄]] = FM (x̄ ∈ Dn)

n項演算子 ⊗ :

[[⊗(φ1, ...φn)]] = [[⊗]]([[φ1]], ...[[φn]])

各真理関数:

[[∧]] = ∩、[[∨]] = ∪、[[¬]] = Dn\ − (n ∈ N)

量化記号 : [[x̄|∃yφ]] = pn+1
n [[[x̄, y|φ]]]

( pn : Dn+1 → Dn :: (a1, . . . , an, b) 7→ ā )

∗2 ā = (a1, . . . , an) と略記する。
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妥当性については、Dn 上で前述と同様に定義される。

3.3 NSS
クリプキ層意味論、NSSは、バンドル解釈に次のような条

件を追加することで得られる。

• Sets/X を、それぞれより制限されたスライス圏に置き
換える。これに伴い、モデルの構成要素に条件が加わる。

• それぞれに様相記号の解釈 [[�]]を定義する。
解釈のために、異なる世界の間で同一視できるオブジェ
クト同士の関係である、貫世界同一性を定める。

クリプキ層意味論は、Sets/X の代わりに、クリプキフレーム
(X,RX)上のクリプキ層のスライス圏Krsh/(X,RX)を考え
る。モデルにおける対象、射はすべてクリプキ層となる。

定義 3.1 (クリプキ層)� �
クリプキフレーム (X,RX)、(D,RD)が与えられたとき、
写像 π : D → X が p-モルフィズムであるとは、

• π は単調、つまり RDabならば RXf(a)f(b)

• RXπ(a)w ならば、RDab かつ w = π(b) を満たす
ような b ∈ D が存在する。

p-モルフィズム π : D → X がクリプキ層であるとは、上
の p-モルフィズムの定義のような b ∈ D が唯一つに決ま
ることである。つまりRXuwを満たす任意の組 u,w ∈ X

に対し、次を満たす写像 Cuw : Du → Dw が存在する:

任意の組 a ∈ Du, b ∈ Dw に対し、RDab⇔ Cuw(a) = b� �
[[�]]はDn 上で命題論理と同様に定義される。Dn 上の到達

可能関係 RDn は、RD を用いて次のように定まる。

RDn(ā, b̄) ⇔ すべての i ≤ nに対し RDaibi

NSSは次のように定義される。まず、Sets/X の代わりに、様
相論理の規則M、Cを満たすMC近傍フレーム (X,NX)上
の近傍層のスライス圏 LI/X を考える。モデルにおける対象、
射はすべて近傍層となる。

定義 3.1 (近傍層)� �
MC 近傍フレーム X、D が与えられたとき、写像 π :

D → X が局所同型であるとは、

• π が開写像
(任意の B ⊆ X に対し π−1[intX(B)] =

intD(π−1[B]))

• ND(a) ̸= ∅ となる任意の a ∈ D に対し π|U : U →
π[U ] が全単射となる U ∈ ND(a)が存在する

このような (D,π) を X 上の近傍層という。� �
[[�]]は Dn 上で命題論理と同様に [[�]] = intDn と定義され

る。NDn は、ND を用いて定義される。
ā ∈ Dn に対し、B : Dn → PPDn を、B(ā) =

{∩i≤n(qi
n)−1[Ui]|∀i ≤ n,Ui ∈ ND(ai)} (qi

n : Dn → D ::

(a1, ..., an) 7→ ai)とし、次のように定義する。

集合Aに対し、A ∈ NDn(ā)

⇔ B ⊆ Aとなる任意の B に対し B ∈ B(ā)

MC近傍フレームはクリプキフレームの一般化であり、近傍
層はクリプキ層の一般化である。貫世界同一性についても一般
化された定義であることがわかる。従って、NSSはクリプキ
層意味論の一般化となる。

NSSは規則を追加しなければ、FOMCという、一階述語
論理にM と Cを加えた論理の意味論に対応している。クリ
プキ層意味論は FOK という体系の意味論に対応しており、
FOMC を拡張することによって得られる体系である。した
がって NSSは、定義の自由度が非常に高い意味論である。

4. 一階述語条件論理の近傍層意味論

本節では、近傍層において、ある点の近傍に論理式の添え字
を付けることによって、一階述語条件論理の体系 V C+のNSS

を与える。
2 節から分かるように、NSS の一般性の高さには次のよう

な理由がある。

• ある点における近傍族が複数個の元をもつことを許して
いる
（クリプキ意味論では 1個のみとなる）

• 近傍族に必要な性質が少ない

また 2 節で述べたように、条件論理の意味論は、ある世界に
おける到達可能性が論理式ごとに異なる特殊なクリプキフレー
ムで表される。この特徴と、上記の NSSの特徴、とくにある
点の近傍族の元が複数個でもよいという点には類似性がみられ
る。この類似性から、NSSを用いて一階述語条件論理の意味
論を表すことができると考えられる。さらに、NSSを用いる
利点として、一階述語条件論理の概念である存在述語、可変領
域がただちに形式化されるという点がある。
この意味論を NSSで表すことができれば、条件論理の特殊な
クリプキフレームも、通常のクリプキフレームとともに NSS

という一つの理論を用いて形式化できることがわかり、NSSが
非常に一般性の高い意味論であることが示される。
以下、近傍層を用いた V C+ の意味論の定義を与え、この定義
から既存のクリプキ意味論を構成できることを示す。

4.1 V C+ のNSSの定義
一階述語条件論理の NSSを与える基本的なアイデアは、あ

る点の近傍族の元に論理式で添え字付けし、その点の貫世界同
一性を論理式ごとに区別するという方法である。
まず、V C+ の統語論は、存在述語と可変領域を考慮し、以下
のようになる。

F ::= p | ¬F | F ∧ F | F ∨ F | F → F | F ↔ F

| �F | ♢F | F > F | ∀xF | ∃xF | E

τ ::= c | x

V C+ の NSS を与えるため、近傍層 π : D → X にいくつ
か条件を加える。これらの条件を (*)とする。

• 任意の ā ∈ Dn (n ∈ N) に対し、近傍族NDn(ā)の元は、
高々加算個とする。これは論理式が高々加算個であるこ
とによる。

• Dn (ただし D0 = X) の点における近傍に添字として付
けられる論理式は、自由変数が n 個であるような論理式
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のみであるとする。これは、NSSにおいては自由変数を
n 個だけ持つような論理式の解釈が Dn の部分集合とな
るためである。一方、[Priest 2008]の一階述語条件論理
の意味論では、自由変数の数に関わらず可能世界の集合
上で到達可能関係を定義しているため、この点において
この理論は既存の条件論理の意味論とは異なる。

• 自由変項に定数が代入された式の解釈は、NSSの定義に
従って次のように定義される。自由変項が (x̄, y) (x̄ ∈ Dn)

のみであるような論理式 Aの変項 yに定数 cを代入した
論理式を A(x̄, y)[c/y]とすると、

[[x̄|A(x̄, y)[c/y]]] = Σw∈X{x̄ ∈ Dn
w|(x̄, cM(w)) ∈

[[x̄|Ax̄]]}

定義 4.1 (V C+ のNSS)� �
π : D → X を、(*)及び次の条件を満たす近傍層とする。

• 点 ā ∈ Dn における、論理式 A を添字とする近傍
を N ā

Dn,A とする。Aの自由変数は n個とする。任
意の ā ∈ Dn(n ≥ 1) 及び任意の論理式 A に対し、
N ā

Dn,A ∈ NDn(ā) と N
πn(ā)

X,Ab̄
∈ NX(π(a)) の間に

以下のような関係が成り立つ。

N ā
Dn,A = (

∪
b̄∈[[x̄|Ax̄]]Mb̄)

(ただし Mb̄ は、Mb̄ ∈ NDn(ā) で、πn(Mb̄) =

N
πn(ā)

X,Ab̄
∈ NX(πn(ā))を満たすもの)

• D0 = X は C+ の条件を満たす。

このとき、条件記号 >の解釈は次のように定義される。

ā ∈ [[x̄|(A > B)x̄]] ⇔ N ā
Dn,A ⊆ [[x̄|Bx̄]]� �

まず、次の補題が成り立つ。

補題 4.1� �
NSSにおいて、X が C+ の条件 1、2を満たすならば、
Dn (n ≥ 1)も C+ の条件 1、2を満たす。� �
この NSSから、3.1節で述べたのと同様に、クリプキ意味

論を構成する。
まず、写像 R⃗ にあたるものとして、写像族 {R⃗A : Dn →
PDn|Aの自由変数は n個 (n ∈ N), ā ∈ Dn に対し R⃗A(ā) =

NDn,A}A∈F を考える。このとき、ā ∈ [[x̄|(A > B)x̄]] ⇔
R⃗A(ā) ⊆ [[x̄|Bx̄]]と定めると、ā ∈ [[x̄|(A > B)x̄]] ⇔ RDn,Aāb̄

となる任意の b̄ ∈ Dn に対し b̄ ∈ [[x̄|Bx̄]] が成り立つ。3.1節
と同様に構成されているので、各 Dn(n ∈ N)において、クリ
プキ意味論と NSSの意味論的等価性が成り立つ。よって全体
として、クリプキ層意味論との等価性が示されたことになる。

定理 4.1� �
V C+ の体系の NSSから、その V C+ のクリプキ層意味
論が構成される。� �

5. まとめと今後の課題

NSSを用いて一階述語条件論理の意味論を表した。またNSS

から一階述語条件論理のクリプキ層意味論を構成し、この 2つ
の意味論間の等価性を示した。一階述語条件論理には V C+ か
らさらに拡張した体系が存在するため、そのような拡張した体
系にも NSSが対応できるかどうかなどが今後の課題となる。
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