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1. はじめに

組合せオークション [Cramton 06]は，単一の財のみでなく，
財の組合せに対して入札を行うことができるようなオークショ
ンであり，実世界の問題への適用のための，様々な応用的実
現・実装方法も検討されてきた [Sandholm 05]．資源配分問題
としては，たとえば，FCCにおいての電波周波数帯域オーク
ション問題への適用の検討がされている [McMillan 94]．
一方で，組合せオークションでは，その勝者決定や価格付

けにおいて，厳密な計算を行おうとすると，極めて多くの計
算を必要とすることが課題となっている [Cramton 06]．こ
の課題を解決するために，Zurel らによる近似線形プログラ
ミングに基づく手法 [Zurel 01] など，多くの手法が検討さ
れてきている．著者らも，これまでに並列探索に基づく手法
[Fukuta 06]を提案してきており，その性能や性質に関する解
析 ([Fukuta 09][Fukuta 07][Fukuta 10])によって，その性能
は，商用の高速な線形プログラミング (LP)ソルバーを大きく
上回る場面もあることが示されている．
それらの多くの解析結果は，複数ユニット組合せオークショ

ンには適用できない場合も多くあったが，文献 [Fukuta 11]で
最初に示したアルゴリズムでは，その性質の多くを複数ユニッ
ト組合せオークションの近似に拡張することを可能としており，
条件によっては良好な解の近似性能を持つことが報告されて
いる [Fukuta 13]．このアルゴリズムでは，勝者の近似以外に
も，高速な価格付けを近似的に行う手法についても提案してお
り，比較的大規模な問題への，価格決定メカニズムを含む組合
せオークションの適用が期待される．しかしながら，近似を伴
う高速な複数ユニット組合せオークションの実現と真実申告最
良性などの種々の性質との関連については，文献 [Fukuta 13]

などでは必ずしも十分に言及されなかった．
本論文では，まず，近似を伴う高速な組み合わせオークショ

ンの手法として，Lehmannらの手法 [Lehmann 02]に着目し，
その複数ユニット組合せオークションへの拡張をダミー財を用
いるXOR入札の表現手法に基づいた拡張およびその限界につ
いて考察する．次に，文献 [Fukuta 13]における価格付け手法
との性質の違いをまとめ，その利害得失について議論する．
本論文の以降の構成は，次のようになっている．２節では，

本論文の議論を進めるにあたって必要となる事項である，複数
ユニット組合せオークションとその近似計算方法について，過
去の関連研究をまとめる．次に，３節では，Lehmannらの手
法をダミー財を用いた XOR入札を扱う場合について拡張し，
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その延長上でどのように複数ユニット組合せオークションが扱
えるかを示す．４節で，残された課題について述べる．最後に，
５節で本論文のまとめと今後の課題を示す．

2. 準備

2.1 複数ユニット組合せオークション
文献 [Cramton 06]によれば，組合せオークションの勝者決

定問題は次のように定義される: 入札者を N = {1, . . . , n}，
入札対象となる財の集合M = {1, . . . , m}（入札対象となる財
の総数 |M | = m）とする．また，財のバンドル S は財の部分
集合 S ⊆ M とする．このとき，ある入札者 i における財の
バンドル S に対する入札価格を vi(S) と表現する．財の割り
当ては，変数 xi(S) ∈ {0, 1} で表現し，xi(S) = 1のときに，
バンドル S を入札者 i が落札したことを示す．ここで，財の
割り当て xi(S) が妥当 (feasible) であるとは，どの１つの財
も高々１つの落札者に対して落札される状態，すなわち，

∀j ∈ M
∑

i∈N

∑

S�j

xi(S) ≤ 1

が成り立つことをいう．
勝者決定問題とは，妥当 (feasible)な財の割り当てから勝者

の入札額の合計が最大となるような X � xi(S)を見つけ出す
こと，すなわち

max
X

∑

i∈N

∑

S⊆M

vi(S)xi(S)

を求めることである．
ここで，いくつかの財が，互いに同一視でき相互に交換可能

(indistinguishable)である場合を考える．この条件を満たす場
合を，複数ユニット組合せオークションと呼ぶ．複数ユニット
組合せオークションは，本質的には，単一ユニット組合せオー
クションで，特定の財同士を同一視し，それらを入れ替え可能
とするような財バンドルへの入札を行っているものと等しい．
入札の表現に OR 表現 [Leyton-Brown 00] を用いた場合，

複数ユニット組合せオークション問題は，単純な単一ユニット
組合せオークション問題に帰着できる．
例: 今ここに，５つの財 a,b,c,d, および e があり，このう

ち，a, b, 　および c は同じ種類の (indistinguishable な) 財
であるとする．財 a を財バンドルに含むあらゆる複数ユニッ
ト組合せオークション入札は，財 a を 財 b あるいは c に置き
換えた財バンドルによる入札を含めて，3つの単一ユニット組
合せオークション入札に分解できる．これらに対して，落札の
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排他性を表現するには，ダミー財 x を用いる．たとえば，今
ここに，財バンドル {a,b} に対して価格として 4 をつけた入
札 < 4, {a, d} > があるとする．この入札は，OR入札表現を
用いた単一ユニット組合せオークション問題における３つの入
札 < 4, {a, d, x} >, < 4, {b, d, x} >, および < 4, {c, d, x} >

　により表現できる．ただし，ダミー財 x は他のダミー財と
は同じ種類とみなされないものとする．
この方法による複数ユニット組合せオークション問題の単一

ユニット組合せオークション問題への展開は，容易に入札数の
爆発を引き起こす．たとえば，ある３つの種類 t, u, および　
v の財がオークションにかけられており，それぞれの種類の財
について出品数が　 50, 100 および 200 であったとする．こ
こで，財バンドルに t, u, および v の種類の財を１つずつ含む
ような入札を考えると，これは 50 · 100 · 200 = 1, 000, 000 も
の単一ユニット組合せオークション問題でのOR表現による
入札に展開されることになる．財の種類や各種類ごとのオーク
ションへの出品数が大きくなった場合，それを単一ユニット組
合せオークション問題に展開した場合には，それに対して現実
的な時間内で勝者決定を行うことは，近似的なアルゴリズムを
用いた場合であっても困難である．
このような問題があるにもかかわらず，多くの場合では，組

合せオークションの勝者決定問題の近似は，単一ユニット組合
せオークションを対象に行われる場合がほとんどである．た
とえば，Zurelらは，文献 [Zurel 01] で，OR入札表現による
単一ユニット組合せオークションに対して非常に高速な近似的
勝者決定アルゴリズムを示している．また，Lehmann らも，
文献 [Lehmann 02]にて，同様な条件下での高速な近似的勝者
決定が可能なオークションメカニズムを提案している．また，
我々も，同様の条件下で Zurel らの手法と同等の近似最適性
性能を短時間で計算可能な手法を提案してきた．最適解への
到達性を保証したものには，Sandholmらの CABOBがある
[Sandholm 05]．しかしながら，いずれの場合でも単一ユニッ
ト組合せオークションのみを対象にしており，複数ユニット組
合せオークションへの拡張については議論されていない．

2.2 Lehmannらの近似的割当てに基づく手法
Lehmann らが提案した欲張り (greedy) アルゴリズム

[Lehmann 02] に基づくオークションメカニズムは，組合せ
オークションにおける勝者決定問題に対する，非常に簡潔で強
力な線形アルゴリズムを持つ．Lehmannらの欲張りアルゴリ
ズムは，次のように記述される．(1) 入札のリスト L は，あ
る指標に基づいて順序づけされる．文献 [Lehmann 02]では，
この L の順序づけには，財１つあたりの入札価格が用いられ
る．より一般的には，ある数 c ≥ 0に対して，a/|s|c で定義さ
れる重み値に基づいて順序づけされる．(2) 欲張りアルゴリズ
ムに基づいて，財の割り当てが決定される．ここで，入札のリ
スト L は，先の式に基づいて順序づけされている．本アルゴ
リズムでは，この入札のリストを上位から順に見て，その入札
の持つ財バンドルすべてが未割り当てのものを，順に勝者とし
て財に割り当てていく．
文献 [Lehmann 02]で Lehmannらは，単一ユニット組合せ

オークションでは，c = 1/2が，最悪時の割り当ての下限を保
証することを考えた場合の，最適な値であるとしている．また，
Lehmannらは，彼らが文献 [Lehmann 02]で提案した価格付
け手法を用いた場合に，単一バンドル選好を仮定すれば，その
オークションが真実申告最良になることを示している．これら
が複数ユニット組合せオークションにそのまま適用できるかど
うかは文献 [Lehmann 02]には直接的には示されていない．
この価格付け手法の概要を次にまとめる．ここで，S ∩S′ =

φ ではない財バンドル S, S′ ∈ M , に対する２つの入札
xi(S), xj(S

′), i, j ∈ N について，xi(S) = 1 かつ xj(S
′) = 0

であり，入札に対する評価値関数vlについて vl(vi(S), |S|) >=

vl(vj(S
′), |S′|)であるもので最大の vlの値を取るものを j と

すると，その落札額は関数 pl(vj(S
′), |S′|, |S|) で与えられる．

直感的な表現をすれば，ある勝者入札が勝者でありつづけら
れるギリギリの入札額をもって，その勝者の落札額とする，と
いうことになる．これは，落札額がクリティカル値 (critical

value)条件を満たすという形で，文献 [Lehmann 02]では示さ
れる．

2.3 勝者近似と価格付け
文献 [Fukuta 06]，[Fukuta 09]，および [Fukuta 10]等で，

Lehmann のアルゴリズム [Lehmann 02] によって得られた
結果を並列山登り法に基づくアプローチで拡張することで，
シミュレーテッドアニーリング法 (SA) に基づくアプローチ
[Fukuta 06], SATソルバの応用に基づくアプローチ [Hoos 00],

線形計画法 (LP)の近似に基づくヒューリスティックなアプロー
チ [Zurel 01], および 商用の LPソルバーに対して，多数の入
札がある環境下において，一定の性能面での優位性を持つこ
とが示されている．しかしながら，この並列山登り法に基づ
くアプローチは，その処理の高速化のアプローチが単一ユニッ
ト組合せオークションに強く依存した方法となっているので，
そのままでは複数ユニット組合せオークションには適用できな
い．そこで，文献 [Fukuta 11]では，複数ユニット組合せオー
クションへの適用が可能となるような，このアルゴリズムへ
の拡張が述べられており，複数ユニット問題のみでなく単一ユ
ニット問題でも良好な結果が得られることが，示されている
[Fukuta 13]．一方で，これらの近似的手法による価格付けま
でを行った場合に，真実申告最良性をどのような制約下でどこ
まで実現可能であるかは，議論の対象となりうる．
組合せオークションのメカニズムでは，決定された勝者に対

して適切な価格付け (pricing) がなされることが重要である．
VCG(Vickrey-Clarke-Groves)メカニズムでは，勝者となった
入札に対して，次のように価格が決定される [Cramton 06]．勝
者となった入札者 n に対する支払い価格 pn は，

pn = αn −
∑

i�=n,S⊆M

vi(S)xi(S)

によって計算される．ここで，右辺の右側の項は，勝者となっ
た入札者 n を除いた他の勝者の入札価格の合計である．また，
右辺の αn は，妥当な財の割り当て X � xi(S)に対して，

αn = max
∑

i�=n,S⊆M

vi(S)xi(S)

と定義される．すなわち，これは勝者となった入札者 n が参
加しなかったものとして改めて勝者決定を行った場合の勝者の
入札価格の総和である．
文献 [Nisan 00]では，VCGの価格付けを用いた場合，必ず

最適勝者を求める必要があると指摘している．Lehmannらは，
VCGメカニズムでの価格付けを彼らの近似勝者決定方法に用
いた場合，単一バンドル選好の入札者を仮定しても真実申告最
良とはならないことを示している [Lehmann 02]．
ここで起きる主な問題は，勝者が支払うべき価格が，勝者が

入札した価格よりも高くなってしまうという現象から生じる．
勝者決定方法が近似である場合，勝者となった入札者を除いて
改めて勝者決定を行った場合の勝者の総入札価格が，むしろ高
くなってしまう場合がある．つまり，αn >

∑
i∈N

vi(S)xi(S)
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となる場合である．その場合，VCGによる価格付けは，その
勝者の入札価格よりも高いものになってしまうため，勝者は落
札したことによって効用が負となってしまい（つまり個人合理
性を明らかに満たさず），勝者に対して真実の評価値より低い
価格を申告することで落札されないようにしたいと思う誘因を
与えてしまう．

Lehmann らの手法では，greedy な割り当てに特化した勝
者価格決定方法を導入することで，この問題を回避している
[Lehmann 02]．しかしながら，Lehmann らの勝者決定方法
は，逐次更新に基づくアプローチなどの，他の勝者近似手法に
はそのままでは適用できない．また，このオークションが真実
申告最良性を満たすのは，入札者に対して単一バンドル選好を
仮定したときのみである [Lehmann 02]のに対し，ダミー財を
用いたXOR入札を用いてしまうと，１つの入札者が複数の財
バンドルに対する入札を持つことになるため，この単一バンド
ル選好の条件が満たされなくなる．この点についての議論は，
文献 [Lehmann 02]では述べられていない．
より厳密に議論を行うことを考えると，真実申告最良性を

満たすためには，最適勝者を求め，VCGによる価格付けが行
われるだけでは十分ではない．たとえば，扱う問題が「オンラ
インオークション問題」である場合，すなわち，オークション
への参加や離脱が自由であり，そのオークションがその場面ご
とに勝者を決定していかなければならない場合には，これらの
条件が満たされた場合であっても真実申告最良性が満たされな
いことが，示されている [Hajiaghayi 04]．

3. Lehmann手法のXOR入札への拡張

Lehmannらの手法 [Lehmann 02]では，各エージェントが
入札を行う際に単一バンドル選好 (single minded)であるとき
にのみ，その価格決定まで含めたオークションメカニズムが真
実申告最良性を満たす (truthfulである)とされる．本節では，
この Lehmannらの手法が特定の条件下ではXOR入札にも容
易に拡張できること，および，その拡張が複数ユニット組合せ
オークション問題と等価になることが容易に示せることについ
て述べる．ここでは，議論を簡単化するために，まずは入札に
架空名義によるものは含まないという仮定の下に議論を開始
し，誌面の都合で厳密な証明ではなく証明のスケッチのみを示
すことにする．
単一バンドル選好とは，各エージェントが入札として顕示で

きるタイプが，単一の財バンドルに対する１つの価格提示に限
られるという意味である．一般には，落札のされた財の廃棄に
コストがかからないこと (free dsiposal) を仮定して，入札を
「単一の財バンドルに対する入札価格」として提示するため，
入札数は高々エージェント数となる．ここで，もしも，「商品A

または B のいずれか１つがあればよく，それに最大で 10のお
金を支払ってもよい」というような種類の入札 (これを XOR

入札と呼ぶ)や，「商品Aと Bの組に最大で 10のお金を支払っ
てもよく，その商品 Aと Bの組に対する選好とは独立に，商
品 Cと Dの組に最大で 20のお金を支払っても良い」という
ような種類の入札 (これを OR入札と呼ぶ)を扱えるようにす
ると，これらは単一の財バンドルに対する選好ではないため，
Lehmannらの手法では真実申告最良性を満たせなくなる．
ここで，単一バンドル選好という条件を少しだけ緩め，財バ

ンドルの大きさ (そこに含まれる財の数)とそれらへの入札額
が全く同一であり，そのうちの高々１つしか落札できないよう
な入札を行えるようにする場合について考える．これはたとえ
ば，「商品 Aまたは Bのいずれか１つがあればよく，それに最

大で 10のお金を支払うことができる」ということを示す入札
を，ダミー財 X を用いて，< 10, {a, x} >, < 10, {b, x} >と
示し，このような２つの入札を同時に行うことを許すというこ
とである．

Lehmannらの手法によれば，この場合，財バンドルの大き
さおよび入札額がいずれも同値であることから，これら２つ
の入札に対する整列順位は同順位となる．ここで，もしこれ
らの財のうちの片方である < 10, {a, x} > が勝者となった場
合∗1，単純に Lehmannらの手法を適用すると，その落札価格
を求めるクリティカル値 (critical value)は，その勝者入札が
勝者で居続けられる最低の価格であり，これは他方の入札であ
る < 10, {b, x} > の入札額，すなわちもとの入札の価格と同
一となる．すなわち，落札価格が勝者の入札価格により決まっ
てしまうことから，このままではこのオークションは真実申告
最良とならない．
ここで，価格決定の際に，ある勝者入札のクリティカル値を

求めるための手続きから，その同一の入札者による入札を除
外することを考える．先の例では，クリティカル値の計算から
< 10, {b, x} >を除外することを意味する．この場合の入札<

10, {a, x} >に対するクリティカル値の計算は，< 10, {b, x} >

という入札がなされなかった場合と同値となり，これは勝者入
札者の入札価格以外によって決まることになる．このような拡
張を行えば，Lehmannらの手法をその性質を損なうことなく
前述の限定的な XOR入札を伴うオークションに拡張できる．
すでに述べたとおり，複数ユニット (組合せ)オークション

は，特定の財の組が indistinguishableな財であるとしてダミー
財と OR表現を用いて表せる．すなわち上述の限定的なXOR

入札を伴う (組合せ) オークションとは，複数ユニット (組合
せ)オークションと同値である．
前述の通り，XOR入札を用いて単一ユニット組合せオーク

ション問題を複数ユニット組合せオークション問題に拡張する
と，組み合わせ爆発による入札数の増大を招く．しかしなが
ら，上記のように入札価格と財バンドルの大きさの両者が同一
となるような複数の入札の組全体を１つのコンパクトな入札と
して表現しておき，入札に対する勝者決定を効率的に処理でき
るように実装することで，実際の勝者決定等の計算処理を効率
的に行うことができる．文献 [Fukuta 13]などでは，そのよう
な実装を用いている．

4. 議論

前節で述べた条件をさらに緩めた場合，一般には真実申告
最良性は崩れる．たとえば，XOR入札の表現から，財バンド
ルの大きさが同一であるという条件を外すと，Lehmannらの
手法での入札評価値計算に用いるパラメータ c が c > 0 であ
るとき（すなわち，財バンドルの大きさが入札評価値計算に影
響を与える場合）には真実申告最良性が保てなくなる．これは
次の反例から明らかである．簡単のために，入札者が 1名のみ
である場合を考える．この入札者が，< 10, {a, b, x} >および
< 10, {d, x} >の２つの入札からなる XOR入札を行った場合
には，c > 0の場合には，入札に対する Lehmannらの手法によ
る評価値が必ず後者のほうが高くなることから，< 10, {d, x} >

が勝者となることはあっても，< 10, {a, b, x} >が勝者となる
ことはない．このため，実際にこのような選好を持っていたと
しても，そのことを入札で表明することに対する誘因がないこ
とになる．すなわち，真実申告最良性が満たされない．

∗1 厳密にはこれら２つの入札のうちいずれが勝者となるかは不定，
あるいは確率的に決定される．
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前節の条件を XOR入札から OR入札に拡張した場合，す
なわち，特定の入札者による入札の間でダミー財 xが共有され
ない場合について考える．もしも，入札の財バンドルの大きさ
および入札価格が同一の OR入札のみを扱う場合には，同様
な拡張が可能である．財バンドルの大きさが異なる場合を許す
と，greedy割当ての性質から，同一の入札者の複数の入札の
うち，Lehmannらの手法による入札評価値が高い入札が勝者
となることが，他の入札が勝者となるかどうかに影響を与えて
しまうため，入札価格に対する単調性 (monotonicity)を満た
せなくなる．したがって，価格付けの場面で仮に勝者の落札価
格にその勝者自身の入札価格が影響を与えなかったとしても，
勝者決定問題の段階で真実申告最良性が満たされなくなる．
ここで，前述の OR入札への拡張の際に，勝者決定の際の

入札評価値に基づく整列を，各入札ごとではなく，入札者単位
で行えるようにすると，入札価格に対する単調性を満たせる可
能性が出てくる．一方で，たとえば入札者評価値として各入札
の Lehmann手法による評価値の平均を取るような場合を考え
ると，入札者がなんらかの手段で，自身が落札対象としていな
い単一財で，その入札額を各入札の評価値の平均より高くした
場合でも落札される恐れがないものについての情報を知ってい
れば，その単一財に対する入札を自身のOR入札に組み入れ
ることで，自身の入札者としての評価値を高くすることがで
きてしまうことから，真実申告最良性が満たされなくなる．ま
た，詳細な証明は割愛するが，OR入札を許す場合には，文献
[Todo 09]における架空名義入札への頑健性が満たされないこ
とも容易に示される．

5. まとめ

本論文では，Lehmannらの手法 [Lehmann 02]を制限付き
XOR入札を許すように拡張することで，複数ユニット組合せ
オークション問題に適用できることを示した．また，その制限
をさらに緩めた場合には，Lehmannらの手法のもつ真実申告
最良性が満たせなくなることについて述べた．
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